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mim-immim^ 


Quelques géomètres ont pu lire une note que M. Ppi^son a 
publiée dernièrement sur la composition des momens en méca- 
nique (i) , et d'où il résulterait que cette composition , toute 
semblable à celle des forces appliquées sur un point 9 a été 
trouvée d'abord par Euler , d'un autre côté par M. Laplace s 
et que, depuis , nous n'aurions guère fait autre cbose que d'en 
donner de nouvelles démonstrations, ou d'en tirer quelques 
nouvelles conséquences. 

Cette note de M. Poisson, sur un point si connu de l'histoire 
de la mécanique, et où l'auteur n'a d'autre objet que cette espèce 
de supposition dont je viens de parler, ne paraît pas avoir be- 
soin d'être réfutée. L'erreur est d'autant plus frappante , qu'il 
ff'agirait de voir aujourd'hui , non pas dans quelque manuscrit 
jusqu'à présent ignoré, mais dans des ouvrages célèbres d'Ëuler 

et de M. Laplace, une idée que j'ai proposée comme neuve , il 
7 a plus de vingt ans , et qui a été reconnue telle , à l'Institut , 


* Extrait du Bulletin tmiversel des Sciences , etc., publié sous la direc 
tien de M. le baron de Férassac. !'•. Section, sept. 1827. 
i\)BuUetin de 1827, to. VU , no. 294. 
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dans un rapport signé par M. Laplace lai-même. Mais comme 
tout ce qui tonche à l'invention des principes, intéresse la 
philosophie des sciences , et pent servir à lears progrès , je 
crois devoir essayer de répandre un nouveau jour sur cette 
matière, et rectifier ici Terreur avec précision. 

Euler a trouvé que, si l'on connaît les trois sommes des mo- 
mens de plusieurs forces par rapport à trois axes rectangulaires 
entre eux , on aura la somme des momcns du système relative- 
ment à un nouvel axe quelconque , par une formule très-sim* 
pie, toute semhlahle à celle qui donne la projection d'une 
ligne ou d'une force sur un axe quelconque, au moyen de ses 
trois projections sur trois axes rectangulaires. ' M. Laplace , 
en considérant de même les momens d'un système par rapport 
à trois axes rectangulaires entre eux , ou les aires projetées 
sur trois plans perpendiculaires à ces droites , a fait voir qu'on 
pent toujours choisir trois axes rectangulaires , tels qu'autour 
de deux d'entre eux , les momens sont^nuls, et qu'autour 
du troisième, le carré du moment est égal à la somme des 
carrés des momens relatifs aux trois axes qu'on a d'ahord 
considérés ; d'où il a conclu que ce moment [du système est 
plus grand que par rapport à tout autre axe passant par la 
même origine , et que le moment est nul relativement à tous 
les axes possibles perpendiculaires à celui-là : c'est ce qui lui a 
donné l'axe du moment maximum^ ou, dans le mouvement 
d'un système de corps , ce plan des aires qu'il a nommé le 
plan invariable. 

Yoilà précisément ce qui avait été fait par les deux géomè- 
tres que je viens de citer , et à qui j'ai rapporté expressément 
dans mon ouvrage ces théorèmes qui leur appartiennent. 

Mais il faut bien remarquer ici que ces théorèmes ne con- 
stituent point la composition proprement dite des momens. 
Cette composition n'a été , et je dirai même, n'a pu être con- 
nue que par la théorie des couples. Et en effet , ce qu'on appe- 
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lait le ropmeDt d'une force par rapporta un point, on nn axe 
fixe y n'était jusque-là , pour les géomètres , qu'une simple ex*- 
pression de calcul , un produit abstrait de deux nombres, dont 
Tun marque une certaine force , et Fautre une certaine ligne ; 
et il me semble qu'il ne pouvait venir à personne l'idée de 
chercher des lois de composition^ c'est-à-dire ici , des lois d'e- 
quUibre entre de tels produits.Que si , par la propriété connue 
du levier , on pouvait voir, dans ces produits , comme une cer^» 
laine expression des efforts que font les puissances pour faire 
tourner autour du point ou de Taxe fixe , il est clair que cette 
idée même , assez vague , n'avait plus aucun lieu , et disparais- 
sait entièrement quand il n'y avait ni point ni axe fixes dans le 
corps ou système sur lequel les forces étaient appliquées : de 
sorte que ces produits ne restaient plus que comme des ex- 
pressions de calcul , et perdaient cette espèce de signification 
que leur donne la présence d'un axe fixe , et qui les avait fait 
nommer momens par les anciens géomètres. Pour découvrir la 
composition des momens , il fallait donc savoir ce que le mo- 
ment exprime dans la science des forces considérée en elle- 
même : il fallait une notion statique , qui manquait alors aux 
géomètres , et cette notion est celle du couple , dont le moment 
n'est que la mesure. Par cette idée nouvelle , les mom,ens de- 
vinrent des couples^ qu'on avait sous les yeuTc, et qu'on pouvait 
songer à composer ou à mettre en équilibre entre eux , exacte- 
aaenl; comme de simples forces autour d'un point. Yoilà ce qui 
nous a donné la composition des momens , ou pour mieux dire, 
la composition des couples^ qui sont, en statique, la chose même 
que l'on compose , dont le moment n'est que la mesure dans le 
calcul , et qu'on n'avait point encore découverte. 

n paraît bien d'ailleurs , par les seuls énoncés des théorè- 
mes d'Euler et de Laplace, que ni l'un ni l'autre de ces géo- 
mètres n'avaient eu l'idée de cette composition statique des 
momens. Car , au lieu de se borner à considérer les momens 
des forces par rapport à différens axes , c'est-à-dire , des mo- 


m^n$. rekuifs't Us «uiiîMit considéré les Hk^niens ahsolos de4 
forces autour du point ou centre cooMUon d*où partent tous ceà 
axes 9 et ils auraient noutré que ce» momeus s'y ct»mposent en 
un seul ^ui tient lieu aie tous les^ autres; Ils auraient parlé dés mo^ 
meus i:omposans;àu. moment resulianêyet non -point maximum; 
JU auraient , au moina donné la com position ' de déuxtnomeni 
autour d'un point , eu ce que j'ai nommé le paratiéibgrammt 
des e(^uples ou momens ; d*eù ils auraient déduit sans caUml ; 
UOUraeulement ce qu'ils avaient trouvé par - de longa icireuits 
d'analyse ou de géométrie , mais encore tout ce que j'ai ajouté 
à cette partie, fondamentale delà nécaniqfue. Ou' accordera ; 
ce me semble , que lorsque ces géomètres ont présenté' leurs 
théorèmea, ces théorèmes étaient nouveaux, je veux dire 
qu'ils apprenaient quelque chose. Or, si la composition des 
momens par là se trouvait connue, ces théorèmes n'expri* 
maient plus rien, et leur inutile énoncé devait disparaître. Car, 
pour rendre la chose sensible par la comparaison la plus parr 
faite , considérons plusieurs forces appliquées à un point, et 
supposons qu*on les estime ott qu'on les projette toutes sur un 
même axe. Sans doute on pourrait dire qu'entre tous les axes 
menés par le même point , et suivant lesquels on peut estimée 
ainsi les forces proposées, il y en a un seul sur lequel la somme 
de ces projections est un maximum : mais personne ne pourrait 
songer à faire de cette vérité un théorème , puisque, d'après la 
loi de la comptosition des forces qu'on suppose connue , il est 
clair que cette somme maximum , dont on voudrait parier , ne 
serait autre chose que la résultante des forces que l'on consi- 
dère ; tandis que la S|0mme sur tout autre axe n'en serait qu'une 
simple projection , évidemment plus petite , par la déûuitiont 
même des projections. Ce ne serait donc qu'un théorème de 
pnre déûnition, où l'on n'exprimerait rien, pas plus qu'en gécH 
métrié, si Ton disait, de la diagonale d'un rectangle, qu'elle est 
un maximum entre les cotés de tous les rectangles possibles qui 
seraient construits sur cette même diag,OBale. Ilenes^ toutrà-fai^ 
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de mëmepjourles momepSy quand on «apposeeonnuela loi de 
leur coiDpo«i^ioii tonte sembleble à celle des forces. On ne pcnt 
pins présenter oomme un maximum entre let mometis d'un sft^ 
tèipe par rapport, à djfférens axe» y ce qui nVst, sons le vrai 
poijitde vue , que le moment rùidttmt : il est clair qdeles' 
momens relatifs à différens axes ne sont que des projections 
de celui-là, qu'ils sont têtus plus petits , et qu'il n'y a là aucun 
théorème, de maximum à établir. Arnsî Tofi; n'avait point la 
composition ^es momens , puisque des théorèmes qui parais-^ 
saient alojrs et qui étaient en efiet considérables dans k méca- 
nique, s'effacent aujourd'hui delà seience par Fidée même dé 
cette, composition. ' 

11 résulte en effet de nos principes^ c^t^ tout se réduit main^ 
tenant à la notion statique du moment, c'est-à-dire ^ à la- no* 
lion au couple^ au parallélogramme des couples; à la composi- 
tion générale d'un système quelconque de forces en une seule, 
résultante de toutes les forces proposées transportées parallè*- 
lement à elles-mêmes sur un même point ou centre ^ pris où 
l'on voudra dans l'espace , et en un seul couple , résultant de 
tous les couples qui naissent de ces translations ; et enfin , à la 
détermination de ce lieu de l'espace où ii faut placer le centi^, 
pour avoir le plus petit couple résultant : problème que j'ai 
proposé et résolu le premier, et qui est le seul oùi'on puisse voir 
une question de minimum. Je dis où l'on puisse voir, parce que 
cette idée de minimum peut encore être écartée, en considérant 
qu'il s'agit simplement de trouver le lieu du centre pour lequel 
le couple résultant ( qui partout ailleurs est plus ou moins in- 
cliné sur la direction constante de la résultante ) se trouve ici 
perpendiculaire à cette direction. D'&ù l'on voit à quel degré 
de clarté et de. simplicité est portée aujourd'hui l'e^ipression de 
toute cette doctrine , par la notion des couples et l'idée nette 
des lois de leur composition ou de leur équilibre. 

Quant à ces conséquences qui ivsultent , dit M. Poisson , de 
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ce déplacement de V origine ou centre des momens, je ef^i8'l)€l*il 
fallait dire , non pas qu'elles se troussent à^jïs mon ouvrage, 
mais que c*est là qu'elles ont été données pour la première fois. 
MM. Poisson , Cauchj et quelques autres géomètres les ont 
ensuite transportées , sous d'autres dénominations , dans leurs 
livres de mécanique ; mais je ne sache pas qu'on y ait rien 
ajouté. La manière même de les démontrer par l'analyse ou par 
la géométrie est indiquée dans ma Statique^ et dans le Mémoire 
qui raccompagne ; et elle ne peut même manquer de se pré- 
senter y sitôt qu'on vient à calculer ou à construire. Ainsi 
toutes ces méthodes ou expositions différentes des mêmes vé- 
rités n'offrent rien de nouveau ; ou y revoit toujours notre 
théorie, ou plutôt quelques-uns de nos résultats , moins l'idée 
du couple , qui les a fait naître et qui les enchaîne , et que ces 
géomètres ont évitée. 

. 11 n'en est pas de même de la manière dont M. Lagrange , 
dans la seconde édition de sa Mécanique analytique^ a essayé de 
démontrer, après nous, la composition des momens par celle des 
rotations instantanées d'un corps. Avant de composer les mo- 
mens, l'auteur du moins les réalise, en substituant les momens 
aux rotations qu ils produisent y comme Varignon avait substitué les 
forces aux moupemens rectilignes. Mais cette démonstration, ou- 
tre l'inconvénient qu'elle a de supposer la connaissance de l'effet 
dynamique du moment, et de n'être pas tirée des seuls principes 
de l'équilibre, présente encore un autre défaut qu'on n'a point 
remarqué. C'est qu'elle suppose que les trois momens compo- 
sans autour de trois axes rectangulaires , soient proportionnels 
aux trois rotations instantanées qu'ils tendent à produire autour 
des mêmes axes ; ce qÀi n'a pas lieu en général : car les rota- 
tions que des momens , ou plutôt des couples , tendent à pro- 
duire sur un corps , ne se font point autour des axes de ces 
couples, et ne sont point proportionnelles à leurs momens. 
Il n'en est pas des mouvemens de rotation comme des mouve- 
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mens rectilignes : de quelque côté qu'une force ])ousse le centre 
d'un corps, elle, y produit , suivant sa direction , le même mou- 
vement ou la même vitesse , parce que , de toutes parts, c'est la 
même masse à mouvoir, ou la même inertie à vaincre : mais un 
même couple ne produit pas la même rotation-, dans quelque 
plan qu'il soit appliqué , parce que le moment iT inertie à vain- 
cre n*est pas -le même autour des différens axes de ce corps . 
Pour que la rotation ait lieu autour de l'axe du couple , il faut 
que cet axe soit précisément un des trois axes principaux du 
corps ; et pour que trois rotations autour des trois axes princi- 
paux soient proportionnelles aux trois couples appliqués , il 
faut que les trois momens principaux d* inertie soient égaux entre 
eux, comme dans la sphère, le cube, etc. On voit où cette 
démonstration nous mène , et tout ce qu'il serait nécessaire 
d'y ajouter si on voulait la rendre exacte. Au reste , il est 
juste d'observer que Lagrange ne l'a donnée , en passant , que 
comme une espèce de rapprochement ou de comparaison, que 
j*avais moi-même indiquée, et je n'en parle ici que pour mon- 
trer l'erreur où l'on pourrait tomber en prenant l'axe du cou* 
pie pour celui de la rotation que ce couple tend à produire. 
Mais si l'on examine de plus près cette démonstration , on voit 
encore que, pour substituer ainsi des momens h des rotations, 
et cela indépendamment de tout axe ou point fixe dans le 
corps, il faut nécessairement considérer ces momens, non plus 
comme des nombres ou des surfaces , mais comme de certai- 
nes forces qui agissent. Or, si l'on imagine qu'un corps tourne 
actuellement autour d'un axe libre mené par son centre de 
gravité , et qu'on vienne à chercher les forces qui peuvent lui 
donner ce mouvement de rotation , on trouve en résultat un 
coii/y/e. Ainsi, dès qu'on veut attacher aux mots qu'on emploie uu 
sens net et précis , on retombe dans la considération nécessaire 
de nos couples. Mais alors, puisqu'il s'a^^it de leur composition, 
ce qu'il y a de plus direct n'est pas de composer les rotations 
qu'ils produisent , mais de les composer eux-mêmes , comme 
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je l'ai fait , à la naaiiière des simples forces ; et c'est par eet 
couples y au contraire, appliqués , par exemple , sur une sphère 
homogène , qu'on aurait , en Dynamique , la démonstration la 
plus simple et la pins précise de ce qu'on appelle la composition 
des mouvemens de rotation. Je dis la plus précise y parce que^ 
dans la rigueur du langage philosophique , il me semble que c^ 
ne sont point les mouvemens que Ton compose, mais bien les 
forces qui pourraient j donner lieu , et que l'idée nette de 
composition ne peut venir ici que de l'idée nette de iêquUibre^ 
11 résulte donc de cette nouvelle discussion, que non-seule^ 
ment on n'a pu arriver que par les couples à ce principe que 
j'ai découvert, et nommé le premier la composition des momensf 
mais qu'il n'y en a pas encore d'autre démonstration que celle 
qui a été donnée en i8o3, dans la première édition de mes 
Elémens de Statique, 

Je n'ai rien à dire d'ailleurs sur cette partie de la note de 
M. Poisson , qui regarde Thistoire de la découverte du plan 
invariable. J'observerai seulement qu'on ne peut pas présen- 
ter comme remarquable la propriété qu il a de faire disparaître 
dans toas les cas deux constantes arbitraires , puisque c'est par 
cette condition même que ce plan a été trouvé et déQni. Ce 
qu'il y a de remarquable, c'est que ce plan nommé invariable 
n'est plus aujourd'hui, à proprement parler dans la science 
des forces, que le plan du couple résultant de tous les couples 
du système par rapport au centre ou foyer que l'on considère. 
Yoilà sa vraie définition :* la somme des aires qu'on y projette 
y est plus grande , mais n'y est pas plus invariable , que sur 
tout autre où l'on voudrait estimer les aires ou les momens* 
Et , puisque la composition des couples est toute semblable à 
celle des forces , on ne le nomme pas mieux le plan invariable j 
que, dans la composition des forces, on ne nommerait la direc- 
tion de la résultante la droite invariable ; et on ne le définit 
pas mieux par la propriété qu'il a de faire disparaître deux 
constantes arbitraires , qu'on ne dcfiairait cette droite par la 
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même propriété dont elle jouit également ; ou bien , qu'on ne 
définirait le centre de gravité d*un corps, ou ses trois axes natu- 
rels de rotation, parla propriété que ces points ou ces axes ont 
de faire évanouir, dans le calcul, certaines constantes ou in- 
tégrales qu'on y peut rapporter. Définitions vicieuses , qui ont 
moins de rapport à la nature des choses , qu'à de certains arti- 
fices de nos méthodes ou de nos calculs , et qu'il faut soigneu- 
sement éviter dans les sciences , si l'on n'a d'autre objet que 
d'être clair et intelligible. 


FIN 
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( Comme les Avertissemens où Ton a rendu compce des e'ditions 
prëce'dentes renferment quelques réflexions ge'nërales qui peuvent 
être utiles, çons commencerons par les rappeler ici; et nous indi- 
querons ensuite les additions assez nombreuses qui ont été faites à 
cette cinquième et présente édition.) 


Sur la seconde Édition, 

. Nous avons fait peu de changemens à cette nouvelle 
édition ; mais pour mettre la théorie des couples dans 
un plus grand jour, nous avons cru devoir y ajouter le 
Mémoire que nous avons publié , en i8o4, sur les 
Momens et sur les Aires , et qui a été imprimé dans le 
tome VI du Journal de l'École Polytechnique , et dans 
le Recueil des Mémoires des Savans étrangers. Quoi- 
qu'une partie des théorèmes donnés dans ce Mémoire 
ait déjà passé dans plusieurs livres imprimés depuis sur 
la science de l'équilibre , on sera bien aise de les re- 
trouver ici par cette méthode simple et rapide qui nous 
y a fait parvenir. On aura lieu de s'y convaincre que la 
considération des couples n'est pas celle d'un cas sin- 
gulier, mais d'un élément essentiel qui manquait à la 
Mécanique ; que les couples , en effet, mettent sous nos 
yeux ce genre de forces , dont les momens n'étaient que 
la mesure ; que , par conséquent , la considération de 
ces forces doit rester dans la Statique , tant que celle 
de ces produits, qu'on appelait momens, s'y présentera 
d'une manière inévitable. On voit bien d'ailleurs que, 
dans la Dynamique , la composition des couples doit 
répondre à la composition desmouvemens de rotation, 
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comme la composition des forces répond à celle des 
mouvemens de translation: et, puisqu'il nous est 
impossible de nous faire l'idée du mouvement d'un 
corps y sans nous repre'senter à la fois la translation 
de l'un de ses points dans l'espace et la rotation 
simultanée du corps autour de ce centre mobile , 
il en résulte que le parallélogramme des forces et 
le parallélogramme des couples sont deux principes 
inséparables dans l'analyse complète da mouvement 
d'un corps de grandeur sensible, et que ces deux prin- 
cipes sont également tirés de la nature même deschoses. 
Enfin l'on pourra voir combien la jnéthode des oouples 
est facile et supérieure à l'ancienne , si l'on ebeerve 
qu'elle nous donne sur-le-champ toutes les propriétés 
de l'équilibre, les théorèmes d'Eiuler sur la somme des 
momens d'un système de forces, par rapport à âiSéreikB 
axes, le moment maximum, ce plan des Aires que 
M. Laplace a nommé le plan iiu^ariable, et enfin qu'elle 
nous a mis en état de compléter cette partie de la Mé- 
canique^ parles théorèines nouveaux qui regardent ce 
que nous avons noaan^ Yaxe central des moaiens , et 
le plan unique de Taire minimum entre l'infinité des 
aires maxima , par rapport à tous les foyers possibles 
qu'on pourrait considérer dans l'espace. 

Yoilà ce que nous avions à dire de la théorie des 
couples , et de l'addition considérable qui s'y rapporte. 
Quant à la Statique, il est inutile d'entrer dans beau- 
coup de détails sur l'objet et sur le dessein de cet Ou- 
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vrage. Le préliminaire montre assez le iMit qu'on se 
propose, et la route qui doit y conduire. Le chapitre I*' 
établit en conséquence toute la suite des théorèmes 
dont on a besoin pour la riductiou générale des forces 
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et pour les lois de leur équilibre. Le chapitre II ap- 
prend à exprimer ces lois par des équations , et les 
chapitres III et IV en font Toir les applications les 
plus simples à la recherche des centres de gravité et à 
l'équilibre des machines. 

On a tâché de rendre partout bien sensible Tenchai- 
nement des diverses propositions ; mais on croit devoir 
ajouter, pour quelques personnes, que si, au com- 
mencement du premier chapitre , on conserve toujours 
l'ordre des théorèmes relatifs à la composition des 
forces , c'est qu'au fond cet ordre est le plus naturel 
et le plus simple. On peut prouver même que la com- 
position de deux forces qui concourent présente une 
difficulté de plus que la composition de deux forces 
parallèles ; <t voilà pourquoi la loi du levier a été 
connue des plus anciens géomètres , tandis que le 
parallélogramme des forces ne remonte guère qu'à 
Stevin et à Galilée. Au reste, il y a une telle 
liaison entre ces deux théorèmes, que l'un est une 
conséquence nécessaire de l'autre , et qu'il y aurait 
peu d'inconvément à les placer dans l'ordre inverse ; 
mai» alors il faudrait une démonstration très simple 
du paraUélogramme des forces; et, da^is ce cas, on 
pounait employer celle qu'en a donnée M. Duchayla ^ 
et qui est aussi claire et aus^ élégante que le thëorètne 
qui en esC l'objet. 

Sur la troisième Édition. 

On a donné de nouveaux soins à cette troisième édi- 
tion. Le chapitre I** offre plusieurs démonstrations, 
'remarques, ou propositions nouvelles sur la théorie 
des couj^les j et sur la réduction générale d'un système 
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quelconque de forces : ces additions se' rapportent 
principalement aux numéros 27 , ^Oj 61, 78 — 76, où 
l'on tâche de perfectionner les élémens de la science 
de l'équilibre. 

Dans le chapitre II on trouvera , au n® 1 1 1 , une 
discussion plus approfondie de ce point important de 
la composition des forces qui regarde la condition 
d'une résultante unique. 

On n'a presque rien changé au chapitre III , qui 
traite des centres de gravité ; mais dans le chapitre IV, 
sur les machines , on ajoute plusieurs choses à l'article 
du levier, et à l'article général des machines compo^ 
sées. On donne , entre autres , la théorie et la cons- 
truction de quelques espèces de balances, la loi de 
l'équilibre d'un fil sollicité par une infinité de forces 
perpendiculaires à sa direction , ou de forces parallèles 
entre elles ; l'équation la plus simple de la chaînette } 
la loi d'une machine nouvelle qu'on a nommée le 
genou, et qui parait assez ingénieuse pour être admise 
dans les Élémens; enfin une solution directe de cet 
ancien paradoxe que présente la balance de Roberval, 
et qu'on étend à d'autres machines semblables formées 
par la réunion de deux leviers quelconques, ou de 
deux tours , et même de deux vis égales et parallèles. 

En général, l'Ouvrage a été revu dans tous ses dé- 
tails ; on n'a rien négligé pour la correction du texte , 
et Von a fait graver de nouvelles figures , qu'on trou- 
vera mieux dessinées que les précédentes , et rangées 
dans un meilleur ordre. 

Quant au Mémoire sur la composition des Momens 
et des Aires , on a cru devoir le conserver encore à peu. 
près tel qu'il a été lu pour la première fois à l'Académie.. 
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Mais il est bon d'observer que ce Mémoire , déjà si 
simple, aurait pu se réduire et se simplifier encore. 
Car, dans nos principes, tout revient sur-le-cbamp à la 
considération des forces proposées qu'on transporte sur 
un point , et à celle des différeus couples qui naissent 
de ces translations. Or, comme la composition des 
couples se fait exactement par les mêmes lois que la 
composition des simples forces, et que tous les théo- 
rèmes se répondent avec une parfaite symétrie , on voit 
qu'il n'y a pas plus de propositions à mettre au rang 
des ihéorhmes y dans la partie qui regarde les raomens, 
que dans celle qui regarde les simples forces autour 
d'un même point. Ainsi les différens théorèmes qui ne 
tiennent qu'aux notions imparfeûtes qu'on avait des 
momens, et dont les analogues, transportés aux sim- 
ples forces, nous paraîtraient des théorèmes superflus, 
doivent être entièrement écartés d'une exposition ré- 
gulière de la doctrine. Tels sont ceux qui concernent 
le maximum des momens ou des aires , dans la théorie 
de l'équilibre ou du mouvement d'un système de 
corps. 

Et, en effet, en considérant plusieurs forces appli- 
quées à un point , et les projetant toutes sur un même 
axe, on pourrait bien dire qu'entre tous les axes, 
suivant lesquels on peut estimer ainsi les forces pro- 
posées, il y en a un- seul sur lequel la somme résultante 
de ces projections est un maximum ^ mais on ne 
pourrait songer à faire de cette vérité un théorème, 
puisque, par la loi de la composition des forces, qu'on 
suppose déjà connue , il est clair que cette force maxi" 
mum, dont on voudrait parler , ne serait autre chose 
que la résultanlfs générale, tandis que chacune des 
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résultantes relaiwes n'en serait qu'une simple projec- 
tion, évidemment plus petite par la définition même. 
€e ne serait donc qu'un théorème dépure définition, 
où l'on n'exprimerait rien, pas plus qu'en Géométrie, 
si l'on disait de la diagonale d'un rectangle , qu'elle 
est un maximum entre les côté» de tous les rectangles 
possibles qui seraient construits sur elle. Donc , par la 
même raison, dans la vraie théorie desmomens, qui 
est celle des couples, on ne devrait point envisj^er 
comme un maximum entre les momens relatifs d'un 
système ^ ce qui n'est au fond, et sous le point de vue 
direct , que le couple ou moment résultant de tous les 
mosBiens. proposés autour du point que l'on considère : 
les autres momenâ relatif} à différens axes, iiesont 
alors que des projections de celui«-là ; ils sont tous plus 
petits , et l'on ne voit là aucun théorème de maximum 
à établir., lifais, avant la théoarie des couples,, on sue 
coiMidérait que des momena relatifs , et l'on n'avait 
aucune idée de la. composition de plusieurs B^omens 
en un seul , quand les forces se trouvaient situées dans 
des plans différens autour du point fixe. 

Ce qu'oa vient de dive doit s'appliquer, dans la 
théorie des Aires, à ce plan remarquable , que M. La- 
place a nommé 1^ plan invariable. Et d'abord , cette 
dénomination n'est point assez précise, puisque la 
fl^BiVS/e des airf ^ demeure également invariable sur tout 
plan qui reste parallèle à lui-même. A la vérité , le 
plù dont il s'agit est distingué de tous les autres, 
quand on le nomme le plan du maximum des aijres , 
€'est-*à-dire celui où la sonune des aires projetées est 
la plus grande. Mais comme ces secteurs, qu'on 
MHnme les aires, ne sont qu'une expression géomé- 
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trique de ces produits qu'on appelle les momens, et 
comme ceux-ci, en Me'canique, ne repre'sentent rien 
autre chose que nos couples , il s'ensuit que ce plan 
an maximum des aires , n^'est encore , à parler exacte- 
ment dans la science des forces , que le plan* du couple 
ou moment résulttmt de tous les couples du système ; 
ou, si l'on veut, c'est le plan die Vaire résultante , 
c'est-à-dire de celle qui résulterait de tontes les aires 
décrites autour du foyer , si on les composait entre 
elles à la manière des simples forces^ 

On voit donc que tous ces théorèmes , qui ne parais- 
sent considérables que du point de vue borné sous le- 
quel on regardait les momens, s'effacent naturellement 
dé la Mécanique , et que tout se réduit simplement à 
ce qui concerne les couples, leur composition , et ce lieu 
de l'espace où il faut transporter les forces d'un système 
pour avoir le plus petit de tous les couples résultans , 
ce qui est le seul problème où l'on puisse voir une 
question de minimum. Mais j'ai voulu laisser subsister 
encore les anciens énoncés , et ne pas trop m'éloigner 
des expressions qu'on trouve dans les autres ouvrages. 
J'ai cru que cette manière de présenter les choses, 
sans nuire à la clarté du Mémoire , serait encore, pour 
quelques lecteurs , une transition instructive de l'an- 
cienne méthode à la nouvelle , et qu'elle était surtout 
propre à recommander la théorie des couples , par cette 
facifité avec laquelle on expose, comme une suite d'é- 
videns corollaires , ce qui formait auparavant de belles 
et importantes propositions de Mécanique , qui avaient 
paru fort difficiles à découvrir. 
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Sur la quatrième Édition. 

Cette Édition , à quelques légères corrections près, est 
conforme à la précédente. Seulement , on a développé 
un peu plus, dans le Mémoire, l'article qui regarde la 
conservation du mouvement du centre de gravité d'un 
système de corps; et Ton a ajouté, à la fin , une Note 
sur le double mouvement de rotation et de translation 
qui anime la Terre et les autres corps célestes. 

Sur la cinquième et présente Edition. 

Cette édition a été considérablement augmentée, 
comme on peut le voir aux pages i3, 199 63, 197, 
an, 218, 268 et 879. Les additions principales se 
rapportent à la composition des couples , et aux pro- 
priétés générales des centres de gravité. On a tâché 
surtout de bien éclaircir ce qui regarde les signes ou 
les sens simultanés qu'il faut attribuer aux divers 
couples que Ton considère. On a développé avec plus 
d'étendue les propriétés du centre de gravité, afin d'en 
tirer en passant quelques théorèmes très simples , qui 
peuvent être d'un grand usage. Mais l'addition la plus 
considérable est relative à l'application de notre théo- 
rie des couples au système du monde : on y trouvera 
la détermination de ce nouveau plan invariable que 
j'ai nommé réquateur du système solaire. Nous avons 
pensé que ces considérations nouvelles sur une des ques- 
tions les plus élevées de la Mécanique céleste, pour- 
raient intéresser le lecteur, et nous en avons formé, 
en les dégageant de tout calcul , le nouveau Mémoire 
qui termine cet ouvrage. 
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DE STATIQUE 


PRÉLIMINAIRE 


1. 


1 . L'idée que nous avons des corps est telle, 
que nous ne supposons pas qu'ils aient besoin 
de mouvement pour exister. Ainsi , quoiqu'il 
n'y ait peut-être pas dans l'univers une seule 
molécule qui jouisse d^un repos absolu, même 
\ dans un temps limité très court, nous n'en con- 
cevons pas moins clairement qu'un corps peut 
exister en repos. 

Mais si lin corps est une fois en repos, il j- 
demeurera toujours, à moins qu'une cause 
étrangère ne vienne l'en tirer : car , comme le 
mouvement ne peut avoir lieu que dans une 
certaine direction, il n'y aura pas de raison 
pour que' le corps se meuve d'un côté plutôt 
que de tout autre ; et par conséquent il ne se 
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mouvra point. Donc, si un corps en repos vient 
à se mouvoir, on peut être assuré que ce n'est 
qu'en vertu d'une cause étrangère qui agit sur 
lui. Cette cause,, quelle quelle soit, qui ne 
nous est connue que par ses effets , nous l'ap-- 
pelons force ou puissance. 

La force est donc une cause quelconque de 
moui^ement. 

IL 

3. Sans connaître la force en elle-même , nous 
concevons encore très clairement qu'elle agit 
suivant une certaine direction , et avec une 
certaine, intensité. 

Nous acquérons presque en naissant l'idée 
de la direction de la force et de son intensité. 
Le sentiment de la pesanteur qui nous sollicite 
toujours du même côté, la vue d'un corps qui 
tombe ou qui reste suspendu au bout d'un fil , 
la différence des poids que la main éprouve , et 
une foule d'autres phénomènes aussi simples, 
nous donnent une idée de la direction et de 
l'intensité de la force, aussi incontestable que 
celle de notre existence. 

Ainsi, nous regarderons comme évident que 
toute force agit au point ou elle est appliquée ^ 
suivant une certaine direction et as^ec une cer- 
taine intensité. 
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5. Maintenant y si nous représentons les di- 
rections des forces par des lignes droites, et 
leurs intensités par des longueurs proportion- 
nelles prises sui" ces lignes, ou par des nombres, 
il est clair que les forces pourront être soumises 
au calcul comme toutes les autres grandeurs; 
et de là résulte ce problème général dont la 
solution est l'objet de la Mécanique : 

Un corps ou système quelconque de corps 
étant sollicité par de certaines forces données , 
trousser le moui^ement que ce corps prendra dans 
Vespace, 

Et réciproquement : Quelles doivent être les 
relations des forces qui agissent sur un système ^ 
pour que ce système prenne dans F espace un 
mouvement donné; ce qui est au fond la même 
question que la précédente; 

4- Pour résoudre ce problème général , on 
commence par résoudre ce cas particulier où 
l'on demanderait quelles doivent être les rela- 
tions des forces , pour que le système auquel 
elles sont appliquées prenne un mouvement 
égal à zéro, c*est-à-dire demeure en équilibre. 
Ce problème une fois résolu, il est très facile 
d'y ramener l'autre; et voilà pourquoi l'on 

I.. 
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Cette distinction^ qui esjt nulle dans J'état, ri- 
goureux des choses^ devient Sensible dans }es 
équilibres que la nature nous offre : presque 
aucun corps n'e&t exactement en équilibre ; et 
lorsqu'il nous parait dans cette situation^ il 
existe néanmoins entre les forces qui le sollici- ^ 
tent une lutte perpétuelle qui le fait osciller in- 
iiniment peu^ et le ramène continuellement à 
une position unique qu'il abandonne toujours. 
Mais j dans la solution mathématique des pro^ 
blêmes j oh doit regarder un corps en équilibre 
comme s'il était en repos ;^ et réciproquement^ 
si un corps est en repos ^ ou sollicité par des 
forces quelconques^ on peut lui supposer appli- 
quées telles nouvelles forces qu'on voudra ^ qui 
soient en équilibre d'elles-mêmes j ef l'état du 
corps ne sera point changé. 

On verra bientôt de nombreuses applications 
de cette remarque. 

V. 

j. Ces notions préliminaires étant posées, 
voyons comment on peut procéder à la recher^ 
che des conditions de l'équilibre pour un sys- 
tème quelconque de corps, de figure invaria- 
ble , sollicité par des forces quelconques P, Q , ^ 
R, S , etc. , appliquées en des points donnés a^ 
bj c^ d^ elc.,. du système. 
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On supposera d'abord que tous les cor]ps sont 
sans pesanteur , c'est-à-dire tels qu'ils seraient 
s'ils existaient seuls dans l'espace ; de sorte qu'il 
n'y aura plus a considérer que les efforts des 
seules forces appliquées P, Q, R^ S, etc., qui 
devront se contre-ba|ancer mutuellenient dans 
le cak de l'équilibare. 

Ensuite il est facile de voir qu'il suffira de 
trouver les conditions de l'équilibre pour le 
simple système des points d'application a, b, 
c^ d, etc., regardés comme un assemblage 
de points liés entre eux d'uuje manière inva** 
riable. 

En effet, si Ton désigne par a', 6', e\ dy etc., 
les mêmes points a , 6 , c , ^^ etc. , du système, 
mais considérés seulement comme des points 
unis par des lignes droites, rigides et inexten- 
sibles, et si Ton suppose que les forces P, Q, 
R, S, etc., les maintiennent en équilibre, il 
est évident que les mêmes force&P, Q, 1R, S, etc., 
maintiendront aussi le système en équilibre ; 
car on pourrait imaginer que le système a été 
placé sur les points a', h\ c', d^ etc. , de ma- 
nière que les points a^ h, c^ dj etc. , coïncident 
actuellement avec eux. Le système étant laissé 
en repos dans cette situation, l'équilibre des 
points a' y h\ c', d ^ etc., ne sera point troublé. 
Mais il est clair que l'équilibre subsisterait en- 
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core^ SI, au lieu de supposer les points a et n% 
b et b', c et (f, etc.^ coïncidens , on les suppo- 
sait unis d'une manière invincible, de sorte que 
a ne pût se séparer de a', b de b\ c de c\ et 
ainsi des autres ; d'où il résulte que les condi- 
tions de l'équilibre entre des forceis P , Q , R , 
S, etc., appliquées à un système quelconque 
de corps , sont les mêmes conditions qui au- 
raient lieu entre les mêmes forces P, Q, R, 
S, etc., appliquées au simple système des 
points d'application a, b, c, d, etc., liés entre 
eux d'une manière invariable. 

Ainsi ^ lorsque l'on cherchera les relations de 
certaines forces qui se font équilibre autour 
d'un système quelconque solide, on pourra 
faire abstraction de tous les corps du système , 
et supposer qu'il ne reste plus que les points 
d'application a, ô, c^ rf, etc;, qu'on imaginera 
liés entre eux dé manière à ne pouvoir changer 
leurs distances mutuelles. 

D'après ce^ considérations, Ton dégage du 
problème et le poids et le volume des corps, 
et la question devient plus simple. 

Par la suite , nous rendrons aux corps leur 
pesanteur, et nous aurons égard à leurs poids 
respectifs, comme à de nouvelles forces qu'il 
faudrait Combiner avec les autres, pour avoip 
réquilibre. Nous pourrons , de cette ma- 


N 


DE STATIQUE. 9 

nière, appliquer les résultat^ de la Statique 
a l'équilibre des corps naturels qui sont touà 
pesans. 

VI. 

8. Maintenant ^ puisqu'il ne reste plus à con-« 
sidérer dans l'équilibre des forces que trois 
choses, savoir: leurs intensités, leurs direc- 
tions et leurs points d'application , il est visible 
que les conditions de lequilibre ne sont autre 
chose que les relations mutuelles qui doivent, 
exister entre ces trois choses, pour que l'équi- 
libre ait lieu dans le système. Or » on peut déjà 
comprendre , et l'on verra bientôt que ces re- 
lations peuvent être exprimées par des équa- 
tions où Ton ferait entrer immédiatement les 
intensités des forces, leurs directions, au moyen 
des angleis qu'elles forment avec des droites 
fixes dans l'espace, et lents pointsd'application, 
au mojen des coordonnées qui en déterminent 
les positions respectives. 

Cest ainsi qu^on peut se faire une idée du 
problème dé la Statique , et se mettre au iait de 
l'état dé la question . 

Mais Voti pourra observer que , dans tout ce 
que nous venons de dire , il ne s'agit que d'un 
corps libre dans l'espace , tandis que Ton con- 
çoit bien qu'un corps pourrait être assujetti h 
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de certaines conditions^ comme ^ par exemple^ 
de tourner autour d'un point ou d'un axe fixe, 
de s'appuyer constamment sur une surface im- 
pénétrable , etc. Mais Ton verra par la suite que 
les résistances qu'un corps éprouve à cause des 
conditions étrangères qui l'assujettissent^ peu- 
vent toujours être remplacées par des forces 
convenables, et qu'après cette substitution de 
forces à la place des résistances , le corps peut 
être regardé comme libre dans/l'espace ; ainsi 
il était inutile de compliquer au commence-- 
ment la question. 

VII. 

g* Pour découvrir actuellement la route qui 
peut nous conduire aux conditions de l'équili- 
bre , représentons-nous un corps ou système 
tenu en équilibre par des forces quelconques 
P, Q, R, S, etc., dirigées comme on voudra 
dans l'espace. 

Puisque toutes ces forces se font équilibre , 
on voit que l'une quelconque d'entre elles, la 
force P, par exemple, s*oppose seule à l'action 
de toutes les autres Q, R, S, etc.; d'où il parait 
que l'effet de ces dernières est de solliciter le 
système absolument comme une simple force 
égale et contraire à la force P. 
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C est en effet ce qui a lieu , et ce qu'on peut 
porter à la dernière évidence au moyen de 
la remarque précédente (6), et de cet ai^iome » 
que deux forces égales et opposées se; font né- 
cessairement équilibre (12). 

Car^ supposons que l'on applique au système 
une force P' parfaitement égale et contraire à 
la force P. Les forces P et P' étant en équi- 
libre, leur effet est nul de lui-même , et l'on 
peut regarder le corps comme n'étant plus 
soumis qu'à l'action des forces Q, R, S, etc. 
Mais y d^un autre côté, la force P faisant équi- 
libre aux forces Q, R, S, etc., leur effet est 
aussi nul de lui-même, et l'on peut regarder le 
corps comme n'étant plus soumis qu'à l'action 
de la simple force P^ L'état du corps est donc 
identiquement le même, soit qu'on le sup- 
pose sollicité par les forces Q, R, S, etc. , soit 
qu'on le suppose sollicité par la seule force P' 
égale et contraire à celle qui leur, ferait équi- 
libre. 

Donc, puisqu'il peut arriver qu'une seule 
force soit capable de produire sur un corps le 
même effet que plusieurs , et en tienne parfai- 
tement lieu, notre premier soin doit être de 
chercher à réduire les forces appliquées au 
pluâ petit nombre possible , et d'observer sur- 
tout la loi de cette réduction. Alors lescondi- 
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tions de Téquilibre entre toutes les forces se ra-^ 
mèneront aux conditions de l'équilibre entre 
ces forces finales équivalentes aux premières ^ 
et deviendront plus faciles à exprimer. 

lo. Cette force» qui est capable de produire 
sur uii corps le même effet que plusieurs autres 
forces combinées , et qui peut à elle seule en 
tenir parfaitement lieu , se nomme leur résul^ 
tante. [D'où Ton voit, en rappelant ce qui a 
été dit plus haut y que si plusieurs forces se 
font actuellement équilibre sur un corps y Tuaé 
quelconque d entre elles est égale et directe-- 
ment opposée à la résultante de toutes les au- 
tres. 

Les autres forces , à l'égard de la résultante , 
se nomment 1^ composantes. La loi d'après 
laquelle on trouve la résultante de plusieurs 
forces se nomme la composition des forces. Là 
même loi (mais prise dans l'ordre inverse), 
d'après laquelle on substitue à une seule plu- 
sieurs forces capables du même effet , ou dont 
la première serait la résultante , se nomme la 
décomposition de,s forces. 

Nous allons donc commencer par ces deux 
recherches, qui, au fond, n'en forment qu'une 
seule , Celle de la loi qui lie la résultante à ses 
composantes. 
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II. Souvent^ pour abréger le discours, nous 
appellerons forces parallèles , des forces dont 
les directions sont parallèles; forcés concou- 
rantes, des forces dont tes directions concou- 
rent, etc. 

Nous désignerons ordinairement les forces 
par les lettres P, Q, R^ S , etc. , placées sur les 
lignes qui représentent leurs directions; et si 
une lettre, telle que A, indique le; point d'appli- 
cation dune force, telle que P, par exemple, 
nous supposerons toujours que l'action de cette 
force a lieu de A vers la lettre P, ou que la force 
tire de A en P. 

Si, pour représenter la quantité de cette 
force, on prend , sur sa direction, et à partir du 
point A, une certaine ligne terminée AB, on 
supposera de même que cette*Hgne est por- 
tée du xôté où le point d'application A tend 
à se mouvoir . Ainsi , quand on dira sim- 
plement d'une force, qu'elle est représentée 
en grandeur et en direction par une certaine 
ligne terminée qui part du point d'application , 
il faudra sous-entendre que la force tire fie 
point vers l'extrémité de la ligne qui la repré- 
sente. ' 

On pourrait adopter l'hjpothèsé contraire, 
c'est-à-dire supposer que la force représentée 
par la \\gne Pi^ pousseXe point d'application A 
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pour réloîgner de l'extrémité B de la lîgae qui 
la représente : car il ne s'agit ici que d'une 
simple convention dont on est le maître ; et 
l'on peut faire indifféremment Tune ou Tautre. 
Mais, une fois qu'elle est faite, il faut avoir 
soin de s'y conformer dans la figure, pour 
toutes les forces que Ton considère, afin de 
donner à chacune d'elles le sens qu'elle doit 
avoir, et à l'énoncé du théorème toute son 
exactitude. 
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CHAPITRE PREMIER 


DES PRINCIPES. 


SECTION PREMIÈRE. 


<X)MPOSITION ET DÉCOMPOSITION DES FOBGES. 


Axiomes y lemmes préUminaires ^ etc. 

12. Il est évident .çi^^ deux forces égales et 
contraires appliquées à un même point sont en 
équilibre. 

Il est encore évident que deux forces égales 
et contraires appliquées aux extrémités d!une 
droite considérée comme une verge ins^ariahle 
de longueur f et agissantes dans la direction de 
cette droite 9 sont en équilibre; car il n'y a pas 
de raison pour que le mouvement naisse d'un 
côté plutôt que de Tautre , comme dans le pre- 
mier axiome. 
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Corollaire. 

i3. 11 est facile ^e conclure de là que Teffet 
d'une foixre qui sollicite un corps ne peut être 
changé en quelque point de sa direction qu'on 
la suppose appliquée, pourvu que ce point soit 
un des points du corps lui-même > ou , s'il est 
au dehors y qu'il lui soit invariablement at- 
taché. 
Fig. 1. Car, soit une force quelconque P (fîg. i) ap- 
pliquée au point A d'un corps ou système quel- 
conque : si l'on prend , sur la direction de cette 
force, un autre point B invariablement lié au 
système , de manière que la longueur AB reste 
toujours constante, et si Ton applique au point 
B deux forces F, — ^F égales entre elles et à la 
force P , et agissantes dans la direction de AB y 
le point A sera encore sollicité de la même 
manière qu'auparavant; car l'effet des deux 
forces Y et — P' est nul de lui-même. Mais en 
considérant la force P et son égale et contraire^ 
— ^P' appliquée en B, il est manifesie que leur 
effet est aussi nul. On peut donc les supprimer, 
et il ne reste plus que la force P', qui n*est au- 
tre chose que la force P, mais appliquée au 
point B de sa direction ; et le point A n'a pas 
cessé d'être sollicité de la même manière. 
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On peut dêUc appliquer une force en un point 

quelconque de sa direction, pourvu que, ce point 

soit lié au premier point d explication par Une 

ligne droite rigide et inextensible. 

Remarque. 

Lorsque nous changerons ainsi les points 
d'application des forces, nous ne répéterons 
pas toujours que Ton doit supposer les nou- 
veaux points invariablement attachés aux pre- 
miers , mais il faudra toujours le sous-entendre. 

Lemm£^ 

14. Lorsque deux forces P et Q (fig. 2) sont Fig.2. 
appliquées à un même point A sous un angle 
tjuelconque y on conçoit bien qu'une troisième 
force R^ appliquée convenablement au point A, 
pourrait faire équilibre aux deux forces P et Q ; 
car y en vertu des efforts combinés des deux 
forées P et Q, le point A tend à quitter le lieu 
où il est : or , il ne peut s'échapper que d'qn 
àieul côté, et par conséquent, si Ton applique 
«ne force convenable en sens contraire, ce 
point demeurera en équilibre. 

Les trois forces P, Q, R, étant en équilihgre 
autour du point A , la force R e$t égale et di- 
rectement opposée à la résultante des deux au- 
tres (10) r donc deux forces P et Qqui concou- 
rent ont une résultante. 
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En second lieu , il est visible que cette 
tante doit être dans le plan de lenrs directions 
' Fig. 3. AP , AQ (fig. 5) ; car il n'y a pas de raison pour 
qu elle ait au-dessus du plan une certaine po- 
sition , plutôt que la position parfaitement sj- 
métrique au-dessous. 

De plus, elle doit être dirigée dans l'angle 
PAQ des deux forces; car il est clair que le 
point A ne peut se mouvoir dans la partie du 
plan qui est au-dessus de la ligne AQ, vers D ; 
de même il ne peut se mouvoir au-dessus de 
la ligne AF, vers B; et par conséquent il ne 
pourra se mouvoir que dans l'angle PAQ , et la 
résultante R devra être dirigée dans l'intérieur 
de cet angle. 

Remarque. 

1 5. 11 n'y a qu'un seul cas où l'on puisse voir 
à priori quelle sera la direction de la résultante ; 
c^est celui où les deux forces P et Q sont égales : 
alors il est clair que la résultante divise en deux 
également l'angle qu'elles forment entre ell^; 
car il n'y a pas de raison pour que cette résul- 
tante fasse ^ avec l'une des composantes, un 
angle plus petit qu'avec l'autre. 

Axiome fondamentaL 

- i6. Lorsque les deux forces Vet(^ agissent 
dans la même direction et dans le même sens \ 
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îi est msiblcy et Voh doit accorder comme un 
axiome, que ces forces s'ajoutent et donnent 
une résultante égale à leur somme P + Q* 

Remarque. 

Cet axiome est le fondement de toute la 
science* de Féquilibre. On peut le regarder^ si 
Ton veut , comme une espèce de dé^nition , ou 
de demande, qu'il ne faut pas essayer de démon- 
trer, car elle est comprise dans l'idée même de, 
la force, considérée comme grandeur, c'est-à- 
dire comme susceptible d'être augmentée ou 
diminuée. Et en effet, quelle idée pourrait-on 
se faire, par exemple, d'une force double ou 
triple d'une autre, si l'on ne regardait cette 
force comme la réunion actuelle de deux ou 
de trois forces égales qui tirent à la fois le 
même point dans le même sens? C'est ce qui a 
été naturellement sous-entendu dans tout 'ce 
qui précède. Au reste, cepostulatwn est le seul 
que la science exige; après quoi tous les. théo- 
rèmes de la Statique rationnelle ne sont plus au 
fond que des théorèmes de Géométrie. 

Corollaire. 

17. De l'axiome qui précède on peut con- 
clure (en combinant successivement les forces 
deux à deux ) que la résultante de tant de forces 

2... 
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que l'on voudra , qui agissent daps une mêftie 
direction et dans le même sens, est égale à leur 
somme totale , et agit dans la niéme direction ; 

Que lorsque deux forces inégales P et Q 
agissent en sens contraires dans une même di- 
rection /leur résultante est égale à la différence 
P — Q des forces y et qu elle agit c^ans le sens de 
la plus grande ; car on peut conoeroir dans la 
plus grande, que je suppose P^ par exemple» 
une force égale et contraire à Q, et qui la dér^ 
truit. On peut supprimer ces deux foccps-là» et 
le pohit est actuellement ti^é par la différepiseï 
P — Q des deux forces P et Q. 

D où Ton voit qu'en général la résyUaïïUe de 
tant de forces que Uon voudra y agissantes dans 
la même direction ^ est égale à V excès de la 
somme de celles qui tirent dans un sens^ sur 
la somme de celles qui tirent dans le sens con^ 
traire , et qi^eUe agit dans le sens de la plus 
grande somme. 

Remarque. 

i8. Telles sont quelques-unes des prppoaî* 
tions les plus élémentaires» dont on découvre 
la vérité à priori^ et presqu'à la première ins- 
pection. XiQ cas le plus simple de la compati- 
tien des forces» et en même temps celui où Ton 
eonuait tout d'un coup la résultante » est évi- 
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deinttiént le ca$ de» forées qui agisseDt dansune 
Mèihe direction. Ncths allons donc ôommenceii 
là cqfnposidon des forcé» par celles qui s'y ra«^ 
mèiiimt itnnleâiatemeirt. 

Composition des forces qui agissent sui- 
f^antdes direi^ions parallèles . 

% 

' • • ■ r ■ 

Théorème ï. 

19^, St detix forces quelconques P e^ Q 
(fig. 4)^ (kiraUèles et dé iHéme sens, sontafi^ Fi({. 4. 
pUquée^ auot ejttrémiêés AetB dune droite /i- 
gide AB , je dis : 

i*". Que ces êeuxjorces mit une tésulUtntei 
et que eette résultante doii être appliquée à la 
ligne AB entre les deiéx points A et h; 

û^. Que cette force est parallèle aux côm-- 
posantes T ëê(^^ et égale à leur^ùmme^ 

i^. AppliqnetB à yolonté aux deux poinfs A 
et B deux fôroes M et N i égales et contraires y 
et qui àgi^oll dan^ k direction AB. L'effet de 
ces deux fdreeb sera niil^ et par conséquent 
l'éifët dés deuÂ forcés P et Q ne sefa pas changé \ 
mais les détint Forces M et P appliquées en A 
ont une résultante S appliquée au pdlnt A , et 
dirigée dans l'angle MAP (14)* De même leis 
deuîÉ forcés M et Q ont une résultante T, appli- 
quée en B et dirigée dans l'angle NBQ. Conce* 


23 ÉLÉMENS 

yes qu'on ait pris œsdeax résoltaotes, et qa'on 
les ail appliquées toales deux au point D oà 
leurs directioDS Toot néoessairemeot se couper; 
la résultante des deux fioroes S et T sera abso- 
lument la m^e que celle des deux fiorces P 
et Q : or, étant api^quée en D, et deruit être 
dirigée dans Tan^^ ADB, die ira passer entre 
A. et B, en un certain point C, on l'on pourra 
la sujqposer appliquée. 

^\ Maintenant, pour démoatrer que c^le 
résultante est parallèle aux forces P et Q, et 
égale à leur somme, imaginmis qu'au prâit D 
on redécompose la force S en deux composan- 
tes M' et F, par&itement égales et paialldes 
aux pionnières M et P; de même, qu'on redé- 
compose la force T en deux composantes K' 
et Q', par&itement égales et parallèles aux pre- 
mières N et Q. Les deux forces M', N' seront 
^ales : de plus, elles seront directement op- 
posées, puisque, aj^iquées à un même point D, 
elles sont parallèles à une même drmte BfN, et 
par conséquent leur effet sera absolument nul» 
Il ne restera donc que les deux forces V et Q^, 
respeclirement égales et parallèles aux forces 
P et Q. Or, ces deux forces étant érideroment 
dans une même direction, se composeront en 
une seule R, ^ale à leur somme P+Q' on 
P-f- Q : ce quil fallait démontrer. 
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Corollaire /. 


20. Si les deux forces P et Q ( fig. 5 ) sont ^^- ^ 
^ales entre elles, le point C d'application de 
la résultante sera au milieu de la ligne AB. Pre- 
nons, en effet, les deux forces M et N dont on 
^t maître , égales aux forces F et Q. La résul- 
tante S des deux forces égales M et P divisera 
en deux également Fangle MAP (i5j ; et à cause 
de DÇ parallèle à la ligne AP , le triangle AQ) 
sera isocèle. Par une raison toute semblable, 
le triangle BCD sera isocèle ; et Ton aura d'une 
part, AC = CD, et de l'autre, CD = CE; d'où 
AC=CB. . 

Corollaire II. 

21. U résulte de là que la résultante de tant 
de forces parallèles qu'on voudra , égales deux 
à deux , et appliquées symétriquement à des 
distances égales du milieu d'une même droite , 
est égale à la somme de toutes ces forces , leur 
est parallèle , et passe par le milieu de la droite 
d'application. Car, en combinant successive- 
ment deux à deux les forces égales placées de 
part et d'autre à des distances égales d}i milieu 
de la ligne droite, leurs résultantes successives 
passeront toutes par ce même point, et s'ajou^ 
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teront ensuite, comme étant de même sens et de 

même direction. 

22. Et réciproquement on pourra décompo*- 
ser toute force P appliquée k une ligne, en tant 
d'autres forces parallèles qu'on voudra , appli- 
quées à différens points de cette ligne, pounm 
que ces forces, deux à deux^ soient égales, à 
égales . distances du point d'application de la 
force P , et que leur somme totale sôit égale à 
cette même force. 

Théorème II. 

Fig. 5. aS. £c ]^int C (fig. 6) d application de la ré- 
sultante de deux forces parallèles P et Q qui 
agissent aux extrémités Â e^ B dune droite 
inflexible AB^ partage cette droite dans la 
raison réciproque de¥ à(^: de sorte que Von a, 

P : Q :: BC : AC, 

Supposons d*3bord que les forces P et Q soient 
commerrsurabfes , c'est-à-dire soient entre elles 
comme deux nombres entiers mtXn. 

Divisons AB au point H en deux parties di<- 
féètement proportionnelles aux deux forces P 
et Q; de manière qu'on ait : AH : BH :: P : Q, 
et par conséquent, :: m : n. Sur le prolonge-^ 
ment de la ligne inflexible AB , prenons AG 
= AH, et BK=BH. Le point A sera le milieu 
de GH , et le point B le milieu de HK. 
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Cela posé, puisque los forces P et Q sont 
entre elles comme les lignes AH et BH, elled 
seront atUfii enti^ elles cÀmii^ef les mêmes ligties 
doublées^ ç*ëst-«à-dlt*è comme les lignes GH 
et HK. Et éommfa il y b, pat hypothèse « dans 
la li^ô AH / i7l mesures telles ({ue BH eb Gdn«' 
tieilt n^ il y ifuta om ihesuirés dans GH, et 3?i 
mesurés éjgalés dans HK» Qt:^ on peut dëcbzo-^ 
poser la force P eh nrH foi^œ égaler et phral*- 
lèJes, appliquées auï 2m points milieux és& 
communes mesures de la ligne GH (22); et la 
force Q en 21/1 forces parallèles y égalés entr^ 
eUes et aux prèmière^y appliquées audi 2np(Ahtat 
milieux des communei niesures de la ligue HK. 
Maintenant toutes cesi forces égales, étant équi<H 
distantes^ se trouveront placées deux à deux 
à égales distantes du imliôti C de la ligne en- 
tier GK, et par conséquent lèièr Résultante 
g|énérale, qui est ceUe des deux forces P et Q, 
passera nécessairement par \et milieu de là 
ligne GK. 

Mak à cause^ de GC=s: AB, il vient ^ en re- 
tranchaut k partie commune AC, B€=:AG 
ss AH; et en ajoutât de part et d'autre CH, 
ACbBH. Donc puisque lonaP :Q :: AH : BH, 
ou a aussi : 

P:Q::BC:AC. 
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« 

Supposons en second lieu , que les deux forces 
P et Q ne soient pas commensurables. 
Je remarque d'abord que si la résultante de 

f'g- 7- deux forces quelconques P et Q (fig» 7 ) appli- 
quées aux points A et B , tombe en C ^ la résuU 
tante de laforce P et d'une force Q-f- 1 > Q tom- 
bera entre le point C et le point B ; c'estrà-dire 
que le point d'application de la résultante s'ap- 
prochera du point d'application de la compo- 
sante qui aura augmenté. En effet, pour trouver 
la résultante des deux composantes P et .Q-I-I9 
on peut prendre d'abord la résultante R de P 
et Qy qui passe au point C, par hypothèse, et 
ensuite celle de R et de I , dont le point d'ap- 
plication sera entre C et B (19). 
, Maintenant, si la résultante des deux forces 

Fig. 8. incommensurables P et Q (fig. 8) ne passe pas 
au point G qui est tel qu'on a P : Q : : BC : AC, 
elle passera en un autre point situé entre A et 
C , ou entre C et B. Supposons que ce soit en G 
entre A et C. Partagez la ligne AB en parties 
égales toutes plus petites que GC , il y aura au 
moins un point de division entre C et G. Soit I 
ce point : les deuit lignes AI et BI seront corn* 
mensurables , et le point I pourra être consi- 
déré comme le point d'application de la résul- 
tante de deux forces P et Q' qui seraient telles 
qu'on aurait P : Q' :: BI : AI, ce qui donne 
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Q' < Q ( puisqu'oa a par hypothèse P î Q 
:: BC : AC). Mais la résultante clés deux forces 
P et Q' passant en I , celle des deux forces P 
et Q > Q', passera entre I et B , et ne pourra 
tomber en G contre l'hypothèse. 

On ferait voir absolument de ^la même ma- 
nière quelle ne peut tomber entre C et B; et 
par conséquent elle passe nécessairement en C. 

Corollaire /. 

a^^ Lorsque trois forces parallèles P^ Q, K 
(fig. 9) sont en équilibre sur une ligne AB^ TuneFig. 9. 
d'entre elles est égale et directement opposée à 
la résultante des deux autres* Ainsi la force Q^ 
par exemple , prise en sens contraire , est la ré* 
sultante des deux forces P et R. Comme les 
deux forces P et Q tirent dans le même sens , la 
force R est égale à P-f- Q> et par conséquent 
Q = R— Ç; d'où il suit que la résultante de 
deux forces parallèles qui agissent en sens con- 
traires est égale à leur difïerence, et tire du 
même Côté que la plus grande. 

25. Les deux forces P et R étant données 
ainsi que la distance AC qui sépare leurs points 
d'application , si Ton demande le point d'ap- 
plication de la résultante Q , on fera cette pra« 
portion, P : Q :: BC : AC j d où l'on tire P+Q : 
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Q::BC+AC:AC,c'e»t.à^ireR:Q::AB:AC; 
pfôpôrtidft qttl fetti èonuAlite AB/et |>ar ébnn- 
séqttéflt 1er {^bt B< 


Corollaire II. 

* * . . ■ f 

!kt. ]$U{>(KMohâ que lès deu* forc^ 1^ et R 
^iênt égâfei^, ïà V^strlfàitte Q iferâ zé]^, et là dis^ 
tance KlS de éon pôîiit d'âpplïéattôn sëf a , {lài* Fd 

proportion ci-dessils, Siâ^^^ (f est-à-dîre infinie. 

Si )e$ deuk fortras P et R ^ aa lieii d'ÂQ:*e. ega-^ 
les ^: différaient d'tme qndcyâté très «petite,, hi 
résultante Q^ qui est é^le h cettcf diffiàfeoce^ sê^ 

rif t ttès petite , et ïa distaùce AB == £2^ ^e^ 

raijt très grande , à cause du dénominateur Q 
très petit : ainsi y plus les deux forces s'appro- 
chent de l'égalité , plus la résultante diminue y 
et plus la distance du point où èlie est appli- 
quéç augmente. De sorte que, lorsque les deux 
forces deviennent parfaitement égales, la ré- 
sultante est nulle, et la distance du point d'ap- 
plication, infinie; ce qui parait annoncer qu'il 
n'y a plus alors de rééultante, ou, en termes 
plus clairs , qu'on rie p^i/t pas trouver actuel- 
lem'ent une force uniqiie qui fasse équilibre à 
deux forces égales, parallèles et de sens op-* 
posés. 
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^T. M^i^y pppr ttfî U\mv m^wn pu^ge sur 

CQtte dernièrç qqiiséquçiice , im^ginoDs', s'il est 
possible^ qu'une fpr<;ç npiquçK fskasiç çquilibr^ 
aux deux forces P et — P, parfaitement égales, 
parallèles et contrw^^e 

D'abord , quelle que soit la position de cette 
force unique à l'égard des deux proposées» on 
lui trouvera suivle^chapfip » dans un sens con-* 
traîfef, une auti^ position toute semblable à, 
Pëgard d^s mêmes forces ; car tout est égal de 
part et d'autre. Si donc une force R fait équili*^ 
bpç aux AeoK forces P et ^— ^ P» il y a une autre 
force— «R égale ^ parallèle et de sens opposé» 
qui lepr fer^t aù$si équilibrç. Ajoutez cette se- 
conde force — R , et pour ne rien changer , dé-» 
truisçz-la immédiatement par une force R' 
^ale et contraire. Il y ^ura donc équilibre 
entre les cinq forces R, P,— P,— R et R'. Mai* 
il y H équilibre entre les trois forces P, — P et 
— R : donc il y aurait équilibre entre les deux 
forces restantes R et R'; ce qui est impossible » 
puisque ces deuiç forces égales et parallèles 
agissent dans le même sens (19). 

Ainsi les deux forces P et — P ne peuvent 
être tenues en équilibre p^r aucune simple 
force, et par conséquent elles n'ont point de 
résultante uniqu e . 

Nous reviendrons bientôt sur ces sortes de 
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forces, dont la considération , qui n'avait paru 
jusqu'ici que comme un cas singulier, fera la 
seconde partie essentieUe de nos Élémens. 

Corollaire III. 


•g. 10- 


28. De même que Ton compose en une setde 
deux forces parallèles qui agissent à des points 
donnés d'une ligne , on peut aussi décomposer 
une force quelconque R (fig. 6) , apj^quée à 
un point C d'une droite inflexible, en deux au* 
très P et Q qui lui soient parallèles , et qui 
agissent en des points donnés A et B de cette 
droite. Il ne s'agit pour cela que de partager la 
force R en deux autres qui soient entre elles 
dans le rapport des distances BC et AC ; et pour 
trouver la force Q, par exemple, on se servira 
de la proportion R : Q :: AB : AC, dans laquelle 
il n'y a que Q d'inconnue. La force P sera égale 
àR-Q. 

Si le point C d'application de la force R 
(fig. 10) qu'on veut décomposer ne tombait 
pas entre A et B , points d'application donnés 
des composantes P et Q que l'on cherche , on 
aurait de même la proportion R : Q :: AB : AC, 
qui ferait connaître la force Qj mais la force P 
serait égale à R -j- Q« 
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Corollaire IV. 

29. Quand on sait déterminer la résultante 
cle deux forces parallèles^ on peut facilement 
trouver celle de tant de forces parallèles qu'on 
voudra^ appliquées aux di£Pérens points d'un 
système quelconque de figure invariable. 

Soient y par exemple, les quatre forces pa- 
rallèles P, P', P", P'''(fig. ^ï)> appliquées res- Fig.n. 
pectivement aux quatre points Â, B, C, D , si- 
tués d'unemanière quelconque dans l'espace ^ 
et liés entre eux d'une manière invariable. En 
considérant ces forces deux à deux', elles sont 
situées dans un même plan. Ainsi l'on peut 
prendre d'abord la résultante X des deux forces 
P et F' ; elle sera égale à leur somme P + P' , 
et passera en un point I de la Jigne AB, qu'on 
trouvera en divisant AB dans la raison inverse 
de P à Y . La résultante X étant ainsi détermi- 
née , on joitidra le point I oii elle agit, au point 
C de la troisième force P". Les deux forces X 
et P'' étant parallèles, on en prendra la résul- 
tante X', comme nous avons fait tout à l'heure : 
cette résultante sera égale à leur somme X-f-P'', 
et le point F où elle devra être appliquée se 
trouvera en divisant la droite CI , dans la rai-*- 
son réciproque de X à P'^ Joignant enfiti le 
point F au point D d'application de la qua- 
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trième force P'", et divisaat la droite FD ea 
deux parties réciproquement proportionnelles 
aux forces X'etP''^ on aura le point fi d appli- 
cation de la résultante générale R, qui sera pa«- 
rallèle aux deux forces X' et P'''^ et par coiiaé«- 
quent à toutes les composantes; égale à leur 
somme X'4~P'''f ^t par conséquent à la somme 
de toutes les composantes. 

Le raisonnement que nous venons de faire 
s'étend manifestement à un nombre quelconque 
de forcés parallèles. 

Si parmi les forces P, F, P", etc. , les unes 
agissaient dans un sens^ et les autres^ dans le 
sena contraire f on commencerait par prendre 
la résultante de toutes «telles qui agissent dans le 
mâme sens; on chercherait ensuite la résultante 
de celles qui agissent dans le sens contraire; et 
toutes les forces étant alors réduites à deux forces 
parallèles et de sens contraires, on en trouverait 
la résultante par ce que nous avons dit plus haut* 

5a. On peut donc , en général , déterminer 
la position et la quantité de la résultante de 
tant de forces parallèles qu'on voudra; cette 
résultante sera parallèle aux forces ^ et égale 
à T excès de la somme de celles qui tirent dans 
un sens y sur la somme de celles qui tirent dans 
le sens contraire. 
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J'ai dît en général, parce qu'il peut amver 
que la résultante des forces qui tirent dans un 
sens soit par&îtement égale à la résultante de 
ceHes qui tirent dans le sens contraire, sans lui 
être directement opposée ; et alors il n'y a pas 
de résultante unique , comme nous l'avons vu 
plus haut. 

Corollaire f^. 

5i. Supposons que les quatre forces P, P', 

F', P'", sans changer de grandeurs , sans cesser 

d'être parallèles et de passer aux mêmes points 

respectifs Â, B, C, D, viennent à prendre les 
positions p , p\ />", p!" dans l'espace. 

Si l'on en cherche la résultante , eu suivant 
le même ordre que plus haut, on trouvera 
d'abord que la résultante x Ae pet p'j passe au 
même point I que la résultante X de P et P', et 
qu'elle lui est égale. Elle passera par le même 
point, parce que son point d'application doit 
diviser la même droite ÂB dans la raison réci- 
proque A.e p à p' , qui est la même que celle de 
P à P'. Elle lui sera égale, parce qu'on aura 
P4-F=/7-+-p'' Oï^ trouvera de même que la ré- 
sultante x' de X et p", passera au même point 
F que la résultante X' de X et P", et qu'elle lui 
sera égale, et ainsi de suite : de sorte que la 
résultante générale des quatre forces /?, p\ 

3 
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P"* P'"* P^ss^ï'a au même poiat que la résultante 
des quatre forces P, P', F', P''' j et cela est gé- 
néral , quel que soit le nombre des forces ; d'où 
Ton peut conclure ce théorème remarquable: 

32, 5/ Pon considère un sjstème quelconque 
de forces parallèles ^ appliquées à un assem- 
blage de points A^ B^ C^ D^ etc.j et qu'on in^ 
cline successivement tout le système de ces 
forces dans diverses situations , de manière que 
les mêmes forces passent toujours par les mêmes 
points f et conservent leurs grandeurs et leur 
parallélisme j les résultantes générales qu^on 
trouvera successivement dans chacune de- ces 
positions se crùisewnt toutes au même point. 

Ce point d'intersection des résultantes suc- 
cessives se nomme le centre des forces pand" 
lèles. Nous aurons occasion d'en parler plus 
loin , . quand il sera question des centres de 
gravité. 

On peut remarquer, au reste, que dans la 
démonstration précédente , il n'est pas néces- 
saire de supposer que les forces conservent 
toujours les mêmes grandeui^s : il suffit que, 
dans les positions successives du groupe ^ elles 
demeurent proportionnelles. 
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Composition des forces dont les direc- 
tions concourent en un même point. 

TTiéorème III. 

35. La résultante de deux forces quelcon-- 
quesF et Q (fig. 12) appliquées à Un même^i^-^^' 
point A sous un angle quelconque ^ est dirigée 
suivant la diagonale du parallélogramme ABCD 
construit sur les deux lignes AB^ AC , qui re^ 
présentent les forces V et Q en grandeur et en 
direction. 

D'abord y nous avons vu (14) que cette re'- 
sultante doit être dans le plan des deux forces* 
P et Q ; en second lieu , qu elle doit être appli- 
quée au point A , puisque cette résultante^ par 
hypothèse^ doit solliciter le point A absolu- 
ment de la même manière que les deux forces 
P et Q. 

Je dis maintenant qu'elle doit passer au point 
D f extrémité de la diagonale AD. . 

Prenons, en' effet, sur le prolongement de 
la ligne BD la partie DG = DC, et achevons 
le losange CDGH. Appliquons aux points G et 
ti, et dans la direction de GH, deux forces Q' et 
Q'' contraires , égales entre eïlcB et a la force Q, 
Il est facile de voir que la résultante des quatre 
forces P, Q, Q' et Q* doit passer au point D. 

3.. 
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Cajr, !•. à cause de Q' = Q, les deux forces 
parallèles P et Q' sont entre elles comme les cô- 
tés ABy AC, ou comme DC et DB^ ou bien, à 
cause de DC=:DG, comme les lignes DG et DB, 
et par conséquent (9.5) leur résultante S passe 
en D ; 2*. les deux forces Q et Q* étant égales , 
leur résultante T, prolongée , divise en deux 
également langle CHG du losange CDGH , et 
va passer aussi par le point D, où l'on peut la 
supposer appliquée. Donc la résultante géné- 
rale qui est celle des deux forces S et T passe 
au point D. 

Mais les deux forces Q' et Q" appliquées sur 
GH étant parfaitement égales et contraires, leur 
effet est absolument nul , et la résultante des 
quatre forces P, Q , Q' et Q'' est identiquement 
la même que celle des deux forces P et Q. Donc, 
puisque la première passe en D, celle des deux 
forces P et Q passe aussi au même point. 

Puisque la résultante passe à la fois par les 
deux points A et D , elle est donc nécessaire- 
ment dirigée suivant la diagonale AD. 

Corollaire. 

s. 

54- Concluons de là que si Ton connaissait 
seulement les directions des deux forces P et 

Fia. i3. Q (fig* * ^) ' ^* ^^^'^ ^^ '^^^ résultante R , on 
pourrait déterminer le rapport de la force P à 
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la force Q, Car, en prenant sur la direction de 
^ la résultante un point quelconque D, et rue- 
nant de ce point deux parallèles DC et DB aux 
directions des composantes P et Q , et, qui 
rencontrent ces directions en C et B^ on aurait 
nécessairement P : Q :: ÂB : AC. Sans quoi Ion 
aurait P est à Q comme AB est à une ligne AO 
plus petite ou plus grande que AC; et alors la 
résultante des deux forces P et Q serait dirigée 
suivant la diagonale AI d^un parallélogramme 
AOIB différent du parallélogramme ABDC , ce 
qui est contre l'hypothèse. 

Théorème IV. 

55, La résultante de deux forces queleou" 
(pÂSS F et Q (fig. 14) appliquées à un même Fig. 14. 
point Aj est représentée en grahdeur et en di- 

rection par la diagonale du parallélogramme 
ABDC^ construit sur les deux lignes AB^ AC 
qui représentent ces Jorces en grandeur et en 
direction. 

Nou§ avons déjà vu que cette résultante est 
dirigée suivant la diagonale ; reste à faire voir 
qu'elle est représentée en quantité par la diago- 
nale elle-même. 

Soit R cette résultante : supposez qu'elle soit 
appliquée au point A sur le prolongement de 
la diagonale DA , en sens contraire de son ac- 
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tion. Les trois forces P, Q , R sei*ont en équili-* 
bre sur le point A. Donc lune d'elles^ la force 
Qy par exemple y sera égale et directenient op- 
posée à la résultante des deux autres P et R. 
Donc la direction de la force Q , prolongée , 
sera celle de la résultante des deux forces F 
et R. Donc si, du point B, vous menez à la 
direction AR , la parallèle BG qui rencontre .en 
G le prolongement de QA , et du point G, à la 
direction AP, la parallèle GH qui rencontre 
en H la direction de la force R , les deux forces 
P et R seront entre elles comme les côtés AB, 
AH du parallélogramme ABGH (34). Mais la 
ligne AB représente actuellement la force P; 
donc la ligne AH repr^nte la force R. Or, par 
les parallèles^ on a AH=BGrAD; donc, etc. 

Corollaire I. 

56. Puisque les trois forces P, Q, R sont 
entre elles comme les trois lignes AB , AC, AD, 
et que dans le parallélogramme ABDC, on a 
AB=CD, on peut dire que ces trois forces sont 
entre elles comme les trois côlés CD, CA et A D 
du triangle ACD. Mais ces trois côtés sont 
entre eux comme les sinus des angles opposés 
CAD , CD A , ACD , et à cause des parallèles , 
l'angle CDA= l'angle BAD, Taugle ACD est 
supplément de l'angle BAC, et par conséquent 
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a le même sinus ; on a donc 

P : Q: R :: sinCAD : sinBAD : sin BAC. 

D'où Ton peut conclure que la résultante de 
deux forces F et Q étant représentée par le sinus 
de 1 angle formé par leurs directions , les deux 
forces P et Q sont représentées réciproquement 
par les sinus des deux angles adjacens à la di- 
rection de la résultante; ou, si Ton veut, cha^ 
cune des forces P^ Q , R est comme le sinus de 
T angle formé par les directions des deux autres. 

Remarque. 

Sy. On peut voir par là, et mieux encore 
par la considération immédiate du parallélo- 
gramme des forces , que lorsque deux forces 
agissent sur un même point sous un angle qui 
n'est pas ^al à deux droits, elles ne peuvent 
jamais donner une résultante nulle, à moins 
qu elles ne soient nulles elles-mêmes chacune 
en particulier. 

Car , si aucune des deux forces n'était nulle, 
on pourrait construire un parallélogramme sur 
les deux lignes qui les représentent en grandeur 
et en direction, et la diagonale de ce parallélo- 
gramme serait la résultante. 

Si l'une d'elles seulement était nulle , la se- 
«onde serait la résultante , et par conséquent la 
résultante ne peut être nulle, à moins que les 
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composantes ne soient toutes deux nulles en 
même temps. 

Lorsque les deux composantes agissent sous 
un angle égal à deux angles droits , elles sont 
alors contraires ^ et la résultante n'est pas nulle 
dans le seul cas où ces deux composantes sont 
nulles toutes deux, mais encore dans celui où 
elles sont égales. 

Corollaire IL 

38. On peut toujours décomposer une force 
' donnée R en deux autres P et Q dirigées sui- 
Fig. i5, yantdes lignes données ÂP,ÂQ(fig. i5),pourvu 
que ces directions et celles de la force R soient 
comprises dans un même plan et concourent au 
mêtne point A; car, prenant sur la direction 
de la force R une partie AD qui représente sa 
quantité, et par le point D menant les droites 
DC, I>B parallèles aux directions données AP, 
AQ , on formera un parallélogramme ABDC , 
dont les côtés AB, AC représenteront les forces 
demandées P et Q. 

Si l'on veut calculer immédiatement leurs 
grandeurs, on pourra faire ces deux propor- 
tions ; 

R : P :: si n BAC : sinCAD, 
R : Q:: sinBAC : sinBAD, 

dans lesquelles il n y a que P et Q d'inconnues. 
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Remarque. 

59. Sî l'angle BAC était droit , on aurait , en 
supposant le rayon= i, sîn BAC= 1 ; sin CAD 
==cos BAD, .et réciproquement, sîn BAD 
= cos CAD j et les deux proportions ci-dessus 
deviendraient 

R : P :: I : cos BAD, 
R : Q :: I : cos CAD. 

D'où P= R • cos BAD, et Q=:R . cos CAD. 

Il résulte de là que lorsqu'on décompose une 
force en deux autres qui agissent suivant des 
directions rectangulaires entre elles, on trouve 
chaque composante en multipliant la force pro- 
posée par le cosinus de l'angle qu'elle fait avec 
la direction de cette composante. 

Chaque composante est représentée par la 
projection de la résultante sur sa direction, et 
c'est ce qu'on appelle souvent la force estimée 
suivant cette direction. Ainsi R. cos BAD, ou 
la composante P, est la force R estimée suivant 
la direction AP. 

Corollaire III. 

40. Quand on sait déterminer la résultante 
de deux forces appliquées à un point, on peut 
déterminer celle de tant de forces P, Q, R, S, etc.. 
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qu^on voudra^ appliquées à un même point A,.- 
et dirigées d'une manière arbitraire dans Tes- 
pace; car, en considérant d'abord deux quel-* 
conques de ces forces , comme les forces P et Q, 
par exemple, ces deux forces seront dans un 
même plan, et l'on en déterminera la résulr 
tante comme nous l'avons fait tout à Theure. 
Soit X cette résultante; on prendra semblable- 
ment la résultante de la force X et d^une autre 
telle que R. Combinant ensuite cette résultante^ 
que je désigne par Y, avec une nouvelle force S, 
on aura leur résultante Z qui sera celle des 
quatre forces P, Q, R, S ; et continuant ainsi , 
on arrivera nécessairement à la résultante gé- 
nérale. 

Si toutes les forces P, Q, R, S, etc., sont 
dans un même plan , les résultantes successives 
X, Y, Z, etc., seront dans ce même plan, et 
par conséquent la résultante générale y sera 
aussi . 

Si toutes les forces sont en équilibre, la ré- 
sultante générale sera nulle. 

Par cette composition successive de plusieurs 
forces autour d'un même point, on voit encore 
que, si Ton décrit dans l'espace un contour 
polygonal dont les côtés successifs soient paral- 
lèles et proportionnels à ces forces , la droite 
qui ferme ce contour et achève ainsi le poly- 
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gone y est parallèle et proportîounelle à la ré- 
sultante générale de toutes les forces ; de sorte . 
que si le polygone se trouve fermé de lui- 
même^ la résultante est nulle ^ et toutes les 
fiDirces sont en équilibre autour du point qu'elles 
sollicitent. 

Le théorème suivant n'est au fond qu'un cas 
particulier de cette élégante proposition ; mais, 
comnie il est d'un fréquent usage en Mécani- 
que, nous allons l'énoncer et le démontrer ex- 
pressément. 

Théorème V. 

4i. Si trois Jorces Xj Y^ Z appliquées à un 
même point A (fig. i6) dans V espace sont re- Fig. i(x 
présentées par les trois lignes AB, AC^ AD^ et 
qu'on achète Je parallélépipède A... .F^ la résul- 
tante R de ces trois forces sera représentée par 
la diagonale AF de ce parallélépipède. 

En effet, les deux forces X et Y, qui sont re- 
présentées par les deux côtés du parallélo- 
gramme ABGC, donneront pour résultante 
une force P représentée par la diagonale AG de 
ce parallélogramme. 

Ensuite , à cause de AD égale et parallèle à 
GF, la figure AGFD sera un parallélogramme, 
et par conséquent les deux forces P et Z donne- 
ront une résultante R représentée par la dia- 
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gonaleÂF, laquelle est jen même temps la dia- 
gonale du parallélépipède proposé. 

Remarque. 

4a • Observons sur- le- champ ^ comme au 
n* 5j, que tant que les trois forces X, Y, Z 
ne seront pas dans un même plan^ elles ne 
pourront jamais donner une résultante nulle , 
à moins qu'elles ne soient nulles elles-mêmes 
en particulier. 

Car^ si aucune d'elles n'était nulle ^ on pour- 
rait construire le parallélépipède sur les lignes 
qui les représentent en grandeur et en direction^ 
et la diagonale serait la résultante. 

Si l'une d'elles seulement était nuUe^ les deux 
autres qui , par hypothèse , ne sont pas en ligne 
droite, auraient une résultante. 

Enfin, si deux d'entre elles seulement étaient 
nulles, la troisième serait la résultante, et par 
conséquent les composantes X, Y, Z doivent 
être nulles toutes trois, pour donner une ré- 
sultante nulle. 

Corollaire 1. 

43. On voit par le théorème précédent (qu'on 
pourrait nommer le parallélépipède des forces) 
qu'une force quelconque donnée R est toujours 
décomposable en trois autres X, Y . Z respec- 
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livemeut parallèles à trois lignes données dans 
l'espace y pourvu que deux de celles-ci ne soient 
pas parallèles. 

Car, en prenant la partie AF pour repré- 
senter la quantité de la force R, et menant par 
le point A d'application trois lignes parallèles 
aux droites données chacune à chacune, on 
conduira par le point A trois plans indéfinis 
XY, XZ, YZ, et par le point F trois autres 
plans respectivement parallèles aux premiers ; 
et ces six plans détermineront le parallélépi- 
pède dont les trois arêtes contiguës AB, AC, 
AD , représenteront les trois composantes X , 
Y, Z. 

Corollaire II. 

44- Si le parallélépipède est rectangulaire , 
on aura, dans le rectangle ADFG, AF = AD 
+ AGj mais, dans le rectangle ABGC, on a 
AG = AC + AB ; donc en substituant cette 


valeur de AG, on aura 


AF = AD + AC + AB; 

par conséquent , 

R* = X* + Y* + Z*. 


Ce qui donne R == V (X* -+- Y* + Z») pour 
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la valeur de la résultante en fonction des trois 

composantes. 

45. Si Ton veut avoir les trois composantes 
en fonction de la résultante et des angles 
qu'elles font avec elle , en nommant d'abord a 
Fangle que la résultante R fait avec la compo- 
sante X, on aura visiblement AF : AB :: i 
: cos a, et par conséquent, 

R : X :: I : cos a; 

d'où Ton tire X = R cos cl. 

En nommant de même jS eiy les angles que 
la résultante fait respectivement avec les com- 
posantes Y et Z, on trouvera Y = R cos /3, 
Z = R cos y ; d'où il suit qu'on trouvera les 
valeurs des trois composantes respectives , en 
multipliant la résultante par les cosinus respec- 
tifs des trois angles que sa direction forme avec 
les directions de ces composantes. 

Remarque. 

46. Puisqu'on a trouvé R* = X* 4- Y* 4- Z% 
en substituant pour X, Y, Z leurs valeurs res- 
pectives R cos a , R cos ë , R cos y, on aura 

R« = R* cos* a + R» cos* ^ -f- R* cos» y; 

ou bien 

R« 1= R* (cos» u + cos* S + cos» y) , 
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d'où, cos*fit + cos'€ + cos^ 7 =?= I , 
relation connue qui a toujours lieu entre les 
angles que fait une droite avec trois axes rec- 
tangulaires dans l'espace. 

SECTION II. 

COMPOSITION Et DÉCOMPOSlTIOBï DES COUPLES. 

47 . Pour abréger le discours , nous appelle- 
rons couple Tensemble de deux, forces, telles 
que P et — P (fig. 17), égales, parallèles et Fig. 17. 
contraires , mais non appliquées au même 
point. La perpendiculaire commune AB, me- 
née entre les directions des deux forces, sera le 
bras de levier du couple, et le produit P x AB 
de l'une des forces par le bras du levier, en sera 
nommé le monient. 

Quelle que soit l'action de deux forces telles 
que P et — • P , sur le corps auquel elles sont 
appliquées, nous avonis vu (27) que cette action 
ne peut être contre-balancée par celle d'aucune 
simple force appliquée comme on voudra au 
même corps, et que par conséquent l'effort 
d'un couple ne peut être comparé d'aucune 
manière à une simple force. Pour distinguer 
cette nouvelle cause de mouvement, qui est 
en quelque sorte d'une nature particulière , on 
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pourrait lui donner un nom particulier : mais 
celui de couple nous suffit , et peut très bien 
désigner à la fois l'ensemble des deux forces 
contraires dont il s'agit^ et le genre .d'effort 
auquel ce couple donne naissance. 

Au reste, comme on verra tout à l'heure 
que Tefforf d un couple est mesuré par son two- 
menty on pourra souvent substituer ce second 
mot au premier, ou les prendre quelquefois 
l'un pour l'autre. 

La composition des couples formera la se- 
conde partie essentielle des principes de notre 
Statique, et se reproduira dans le cours de cet 
Ouvrage presque aussi souvent que la composi- 
tion des forces. On en verra bientôt dériver tes 
lois de l'équilibre d'une manière si naturelle et 
si simple, que l'on nous pardonnera d'avoir 
paru nous arrêter ici à l'examen d'un cas singu- 
lier, lorsque nous tendions peut-être le plus 
directement possible vers le but principal. 

Ce que nous allons dire sur les couples est 
tout-à-fait indépendant de l'effet qu'ils produi- 
sent sur les corps; mais lorsquW voudra se' 
faire une idée des sens respectifs de différens 
couples situés dans le même plan, on pourra 
se représenter que les milieux de leurs bras de 
levier sont fixes : alors l'effet de chaque couple 
sera visiblement de faire tourner le corps au- 
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tour du milieu de son bras de levier^ et l'on 
distinguera facilement le sens des couples , en 
distinguant les couples qui tendent à faire 
tourner dans un sens y d'avec ceux qui tendent 
à faire tourner dans le sens contraire. Mais ne 
perdons pas de vue qu'il p'y aura réellement 
aucun poiot fixe (à moins que nous n'en aver- 
tissions expressément) y et que l'idée de rota- 
lion^ qui jusqu'ici est purement accessoire y ne 
servira qu'à faire image au besoin. 

Translation des couples. 

y 4S* Nous avons vu plus haut qu'une force 
peut être transportée eu un point quelconque 
de sa direction y pourvu que ce point soit lié au 
premier d'une manière invariaUe : voici une 
proposition analogue pour les couples^ qui n'est 
pas moins remarquable que la première^ et dont 
nous ferons le plus grand usage par la suite. 

JLempfie^ 

'49- Un couple quelconque peut être trans- 
* porté partout où Von voudra dans son plan^ ou 
dans tout autre plan parallèle y et tourné 
comme ori voudra dans ce plan^ sans que son 
effet sur le corps auquel il est appliqué en soit 
changé^ poun^u qiCon suppose le nouveau bras 
de levier invariablement attaché au premier. 

4 


/ 
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Pour démontrer plus facilement celle pro- 
position^ nous la décomposerons en deux an- 
tres. 
Fig. 18. Soit d'abord le couple (P, — P) (fig. 18) ap- 
plique perpendiculairement sur ÂB; prenons 
où Ton voudra , dans le plan de ce couple ou 
dans tout autre plan parallèle , la droite CD 
égale et parallèle à AB [i joignons AD et BC, 
qui seront dans un même plan et se coopèrent 
visiblement an milieu I de leurs loi^enrs res^ 
pectives; et supposons enfin les droites AB 
et CD liées entre elles d'une manière inva- 
riable. 

Si Von applique sur la ligne CD^ parallèle- 
ment aux forces P et — P , denx coujJes con- 
traii^ (F, — • P'), (P^, — F') , égaux entre enx 
et au couple proposé (P, — P), il est évident 
que ces deux couples se détruiront d'eux- 
mêmes, et que par conséquent leffei du cou- 
ple (P, — P) ne sera pas changé. Mais, d'un 
antre coté , il est facile de voir que les deux 
couples (P, ~ P) et ,F', — F ) se détruisent 
aussi d'eux**mèmes; car le point I étant k la 
fois le milieu des deux lignes AD et BC» les 
deux forves égales et parallèles P et P", appli- 
quée sur AD y ilonnent nue résultante par^- 
teiuent égale et opposée à la résultante des denx 
foives— Pet — ' P", appliqueeii snr feC. O» peut 
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^dotic supprimer les deux couples (P, — P), 
{P", — P''), et il ne reste plus que le couple 
{P', — P') appliqué sur CD , lequel n'est autre 
<:hose que le couple primitif qu'on aurait^ pour 
ainsi dire^ transporté parallèlement à lui-même, 
de manière que son bras de levier AJB fut venu 
4ans la position parallèle CD. 

Soit, en second lieu, le couple (P, — P) 
(fig. 19) appliqué perpendiculairement sur AB. Fig. 19. 
Tirons dans le plan dé ce couple, sous un angle 
quelconque avec AC > la droite CD = AB , et 
supposons que ces deux droites se coupent au 
milieu I de leurs longueurs respectives, ût 
soient invariablement fixées» entre elles. 

Si l'on applique à angle droit sur CD deux 
couples contraires (P', — P'), (P" — P'') égaux 
entre eux et au couple proposé (P, — P) , ces 
• deux couples sïe détruiront d'eux-mêmes , et 
par conséquent l'effet du couple (P, — P) ne 
sera pas changé. Mais» d'un autre côté, les 
deux couples (P, — P), (P",— P'O, se détruir 
sent aussi d'eux-mêmes ; car, avec un peu d'at- 
tention , on voit que les deux forces égales P 
et — P" qui se rencontrent en G , donnent une 
résultante égale et directement opposée à la 
résultante des deux forces — P et P'' qui se 
rencontrent en H. On peut donc supprimer les 
deux couples (P, — P) , (P", — P'O, et il ne 

4.. 
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reste plus que le couple (P', — P') appliqué 
sur CD, lequel n'est , pour ainsi dire y que le, 
couple primitif qu'on aurait tourné dans son 
plan^ de manière que son bras de levier AB 
fut venu dans la position oblique CD. 
> De ces deux propositions réunies , on peut 

conclure qu'un couple quelconque , sans que 
son effet soit changé, peut être transporté dan« 
son plan , ou dans tout au tre plan parallèle , en 
telle position qu'on voudra : car on peut d'a- 
bord le transporter parallèlement à ses forces 
dans le plan donné, de manière que le milieu 
de son bras de levier tombe au poiot donné 
qu'on voudra, et l'on peut ensuite lé tourner 
autour de ce point, de manière à l'amener dans 
la position donnée ; ou , réciproquement , on 
peut le tourner d'abord dans son plan , de ma- 
nière que ses forces deviennent parallèles aux 
nouvelles directions qu'on veut leur donner, 
et ensuite le transporter immédiatement dans 
la position donnée. 

Transformation des couples ; leur mesure. 

Lemme. 

Fig.20, 5o. Un couple quelconque (P, — P) (fig. 20) 
appliqué sur un bras de levier AB^ peut être 


DE STATIQUE. 53 

changé en un autre (Q, — (^ de même senSy 
appliqué sur un bras de levier BC différent du 
premier^ pourvu qu'on ait P : Q :: BC : AB^ 
OM P X AB = Q X BC j c'est-à-dire pourvu que 
les momens de ces couples soient égaux. 

Prenons, en effet, sur le prolongement de 
ÂB une partie quelconque BC, et appliquons 
sur BC parallèlement aux forces P et — P, 
deux couples (Q , — Q) , (Q', — Q') égaux et 
contraires : leur effet sera absolument nul ^ et 
par conséquent celui du couple (P, — P) ne sera 
pas changé. Mais, d un autre côté, si Ton sup- 
pose que les forces P et Q, et par conséquent 
P et Q', sont en raison inverse des lignes AB 
et BC, leur résultante, qui est égale à P+Q'^ 
passe en B , et détruit évidemment les forces 
contraires. — P, — Q' qui s'y trouvent. On peut 
donc supprimer les quatre forces P, Q', — P, 
— Q', et îl ne reste plus que le couple (Q, — Q) 
appliqué sur BC, lequel remplace le couple 
proposé (P, — P) appliqué sur AB. 

Corollaire. 

5i . Il n'est pas difficile de conclure de là que 
les efforts des couples sont proportionnels à 
leurs momens. 

En effet. Ton peut voir d'abord que deux 
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Fig.ai. couples (P,—P), (Q,— Q) (fig. 2i), qui agis- 
sent sur les bras de levier égaux AB, CD, sont 
entre eux comme les forces P et Q de ces 
couples : car si Ton suppose les forces P et Q 
entre elles ^ conune deux nombres entiers , 
comme 5 et 5 par exemple ^ en partageant 
chaque force P et — P en 5 forces égales y et 
chaque force Q et — Q en 5 forces égales entre 
elles et aux premières , on pourra considérer 
le couple (P, — P) comme la somme de 5 cou- 
ples égaux et de même seus , appliqués par£aii- 
tement Tun sur l'autre ^ et le couple (Q, — Q) 
comme la somme de 3 couples égaux entre 
eux et aux premiers , aussi appliqués l'un sur 
l'antre. Les intensités des couples (P, -* P)^ 
(Q, — Q), seront donc entre elles comme 5 
à 3 , ou comme P à Q. Si les forces P et Q sont 
incommensurables y on fera le raisonnement 
connu, etc. 

Maintenant soient deux couples quelconques 
(P, — P) , (Q , — Q) ; soient p le bras de levier 
du premier, et q le bras de levier du second : 
le couple (Q, — Q) agissant sur la ligne ç, est 

équivalent au couple T- Q , — Q J > ^î 2igî" 

rait sur la ligne p ; car les momens sont égaux 
de part et d'autre , le premier étant Q^r, et le 

ieoond, -Q.p==Q^, Ainsi, au lieu des deux 
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couplies proposés , oa a ces deux-cji (P, — P) , 

(-Q, — ~ Q j qui ont nn même bras de levier p. 

Mais les intensités M et N de ces deux couples 
sont entre elles comme leurs forces, et par 

conséquent l'on a M : N :: P : ^ Q , ou bien 

M : N :: Tp : Qç. 

Sa. Puisque deux couples sont entre eux 
dans le rapport de leurs mômens, il s'ensuit 
que le moment d'un couple est la mesure de 
son effort ou de son intensité : car si Ton prend 
pour unité de couple , celui qui est compose 
de deux forces égales à l'unité de force, ap- 
pliquées sur un bras de levier égal à l'unité 
de ligne, le couple (P, — P) au bras de le- 
vier p, contiendra autant de fois l'unité de 
couple , que le moment P X p contiendra le 
moment i X i, c'est-à-dii-e contiendra l'unité. 

Remarque, 

55. Pour comparer entre elles les grandeurs 
ou les intensités des couples , on pourrait 
prendre aussi , au lieu des produits Pp, Qgr des 
forces par leurs bras de levier rectangulaires , 
les produits de ces mêmes forces par des bras 
de levier obliques sur leurs directions. Mais 
il faudrait pour tous les couples que les hv^ 


> 
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de levier fissent le même angle avec les forces^. 
U est clair qu'alors les bras de levier obliques 
seraient tous proportionnels aux bras de levier 
rectangulaires^ et que par conséquent les nou- 
veaux momens seraient proportioîmels aux 
premiers. 

Nous emploierons quelquefois ces nouveaux 
momens dans la mesure relative de diflerens 
couples; mais nous regarderons toujours les 
autres comme la mesure absolue de leurs in- 
tensités. 

Composition des couples situés dans un 
même plan ^\ ou dans des plans poh 
rallhles . 

Théorème I. 

54. Deux couples situés^ comme on voudra, 
dans le même plan ou dans des plans paral- 
lèles y se composent toujours en un seul y qui est 
égal à leursomm£j s'ils tendent à faire tourner 
dans le même sens, ou égal à leur différence 
s'ils tendent à faire tourner en sens contraires. 

En effet , on peut d abord ramener ces deux 
couples dans un même plan , ensuite ramener 
leurs forces au parallélisme ^ enfin les changer 
en deux autres équivalens qui auraient un 
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même bras de levier, et alors les appliquer 
l'un sur l'autre. 

Soient P et Q les forces composantes dési 
deux couples; p et q, ieurs bras de levier res- 
pectifs ; et soit D la longueur du bras de levier 
commun aux deux couples transformes. Au 
lieu du couple (P, — P) au moment Pp, on 
substituera le couple équivalent (P', — P') , 
dont le moment P'D serait égal à Pp. On subs- 
tituera de méme^ à la place du couple (Q,— Q) 
au moment Qj, le couple (Q', — Q') au moment 
QT) = Q^ ; et ces deux couples transformés étant 
appliqués l'un sur l'autre , sur le même bras de 
levier D, on aura un couple unique résultant , 
[(P'+ Q') , — (P' + Q')] , dont le moment sera 

(F + Q')D, ou P'D+Q'D=Pp + Qj. 

Ainsi, le moment résultant sera égal à la 
somme des momens composans, ou bien à leur 
diflerence, selon que les forces P' et Q', qui 
agiront à la même extrémité du bras de le- 
vier D , seront de même sens , ou de sens con- 
traires 

Corollaire. 

On voit donc 9 en combinant ainsi les couples 
deux à deux , que tant de couples qu'on vou- 
dra^ situés d'une manière quelconque dans un 
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même plan ou dans des plans parallèles, se 
réduiront toujours à un seul égal à la somme 
de ceux qui tendent à faire tourner dans un 
sens, moins la somme de ceux qui tendent à 
faire tourner dans le sens contraire. 

Et réciproquement , on pourra décomposer 
un couple donné en autant d'autres qu'on vou- 
dra, situés dans le même jJan ou dans des 
plans parallèles. On pourra même prendre à. 
Tolonté tous ces couples , hors un seul ; c^ il 
suffira que la somme de ceux qui agissent dans 
le même sens, moins la somme de ceux qm 
agissent en sens contraire , soit égale au couple 
proposé. 

Composition des couples situés dans des 

plans quelconques. 

Théorème II. 

55. \Deux couples situés , comme on voudra y 
dans deux plans qui se coupent sous un angle 
quelconque^ se composent toujours en un seul. 

Et si l'on représente les momens de ces cou-- 
pl^s par les longueurs respectives de deux 
droites tirées sous un angle égal à celui des 
deux plans ^ et qu'on achève le parallélo- 
gramme , le moment du couple résultant sera 
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représenté par la diagonale de ce parailélo- 
gramme ^ et le plan de ce couple partagera 
V angle que font entre eux les plans des couples 
composanSj comme la diagonale du parallélo'^ 
gramme partage F angle que font les deux côtes 
adjacens. 

Soient en effet les deux couples proposes, 
situes dans les deux plans AGM, AGN(fig. 22), Fig. m. 
qui se rencontrent suivant AGj et supposons 
qu'on ait d'abord change ces deux couples en 
deux autres respectivement équivalens , qui 
auraient un même bras de levier. 

En quelque lieu que soit situé le couple 
(P, — P) dans le plan AGM, on poun^a le ra- 
mener dans ce plan à angle droit sur Tinter- 
section AG, de manière que son bras de levier 
AB tombe sur l'intersection AG(49). ^^ niême, 
en quelque lieu que soit situé le couple (Q, — Q) 
dans le plan AGN , on pourra le ramener aussi 
à angle droit sur là même intersection , et de 
manière que son bras de levier, égal au pre- 
mier, coïncide avec lui en AB. 

Alors les deux forces P et Q appliquées eu 
A, se composeront en une seule R appliquée 
au même point A , et représentée par la dia- 
gonale AR du parallélogramme construit sur 
les deux lignes AP, AQ , qui représentent les 
forces P et Q,^ Les deux forces — P, — Q ap- 
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pliquées en B^ se composeront aussi en une 
seule — R appliquée en B , parfaitement égale, 
parallèle et contraire à là première ; et l'on 
aura, au lieu des deux couples (P, — P), 
(Q, — Q), le couple unique (R, — R) appliqué 
sur le même bras de levier AB. 

Puisque ces trois couples ont un même bras 
de levier, leurs momens respectifs sont pro- 
portionnels aux valeurs des trois forces P, Q, R. 
Donc, si l'on représente les momens des deux 
couples composans par les deux lignes AP, 
AQ qui leur sont proportionnelles , le moment 
du couple résultant sera représenté par la dia- 
gonale AR du parallélogramme APRQ cons- 
truit sur ces lignes. Or, il est .visible que les 
angles formés par les trois lignes AP, AQ,"AR, 
mesurent les angles que font les trois plans; 
donc le plan du couple résultant partage 
Tangle des deux autres plans, comme la dia- 
gonale AR partage l'angle PAQ des deux côlés 
adjacens AP, AQ. Donc, etc. 

Corollaire. 

56. On pourra donc toujours réduire à un 
seul tant de couples que Ton voudra, appli-* 
qués à un corps d'une manière quelconque dans 
l'espace : car, en les composant successivement 
deux à deuxp comme nous venons de faire, 
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on arrivera nécessairement à un couple unique 
dont on connaîtra le plan et la grandeur, et 
qui sera équivalent à tous les autres. 

Réciproquement, on peut toujours décom- 
poser un couple en deux autres situés dans 
deux plans donnés , pourvu que ces plans et 
celui du couple proposé se rencontrent sui- 
vant une même droite (ou suivant des droites 
parallèles; car en transportant le plan>de l'un 
de ces couples parallèlement à lui-même , ce 
qui est permis (49) , on rassemblerait leurs 
trois intersections parallèles en une seule). 

Remarque I. 

5j. Pour opérer cette décomposition, on 
n^aura qu'à suivre dans l'ordre inverse le pro- 
cédé que nous venons de donner pour la com- 
position de deux couples ; ou bien l'on em- 
ploiera la méthode suivante, qui est très simple, 
et dont nous nous servirons quelquefois. 

Soit AZ (fig. 23) la commune intersection pig. aS. 
des trois plans : menons à volonté un plan YAX 
qui les coupe suivant les trois lignes respec- 
tives AY, AV, AX; et soit ZAV le plan du 
couple proposé. 

En quelque lieu que ce couple (P, — P) soit 
situe dans le plan ZAV, on peut le placer 
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de manière qne ses forces soient parallèles à 
l'intersection AZ, et que la direction de Tune 
d'elles, comme de la force — P, coïncide avec 
cette même intersection. Alors la direction de 
l'autre force P rencontrera quelque part en B 
la droite AV, et l'on aura le couple (P, — P) 
appliqué d^une manière quelconque sur AB^ 
comme on le voit dans la figure. Maintenant 
formons, suivant les directions AY, AX, avec 
AB comme diagonale , le parallélogramme 
BCAD; et à l'un des angles C ou D, en D par 
exemple, appliquons deux forces contraires 
P', — P', égales et parallèles aux forces P et — P 
du couple proposé. L'effet de ce couple ne sera 
pas changé. Mais actuellement , au lieu du 
couple (P, — P) appliqué sur la diagonale 
AB, on peut en considérer deux autres : l'un 
(P', — P) appliqué sur le côté AD dans l'un 
des plans donnés ZAY; l'autre (P, — P'), ap- 
pliqué sur BD parallèlement à l'autre plan 
ZAX. Or, ce couple peut être transporté pa- 
rallèlement à lui-même dans ce plan ZAX, 
sur le côté AC = BD; et l'on aura alors, au 
lieu du couple (P, — P) appliqué sur la diago- 
nale AB, deux couples (F, — P), (P,— P')^ 
composés de forces égales et parallèles aqx 
premières, appliqués dans les deux plans don- 
nés sur les côtés AD^ AC. 
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Remarque II. 

58^ Si l'on supposait que le plan YAX fut 
inené perpendiculairement à la commune in- 
tersection ÂZ des plans des trois couples y les 
forces de ces couples seraient perpendiculaires 
• aux lignes AY, AV, AX , et comme ces forces 
sont égales , les momens des couples seraient 
proportionnels à leurs bras de levier AD, AB, 
AC ; et d'après ce que nous venons de dire , 
on retomberait sur le théorème précédent (55); 
ce qui fournit , comme on voit , une nouvelle 
démonstration de ce théorème. 

Remarque III. 

59. Cette double démonstration vient de la 
double manière dont on peut transformer les 
deux couples avant de les composer. Dans la 
première, on commence par leur donner un 
mêmfe bras de levier avec, des forces diffé- 
rentes; dans la Seconde, on leur donne les 
mêmes forces avec des bras drfférens. 

Il y aurait une troisième démonstration qui 
se ferait sans rien changer aux deux couples 
proposés. Car soient (P, — P) et (Q, — Q), 
(fig. 23 bis) y deux couples appliqués perpen- ^»?'/*^ 
diculairement au plan du triangle ABC, sur 
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les bras respectifs AB, AG; et supposons que 
les deux forces P et Q qui tirent en B et G 
soient de même sens. II est clair que ces deux 
forces se composent en une seule P-|-Q de 
même sens , et appliquée au point g qui divise 
la base BG dans la raison réciproque de P à Q. 
Les deux forces — P et — Q qui tirent en A 
se composent de même en une seule — (P+Q) 
appliquée au point A; et si Ton Êiit, pour 
abréger, P+Q=R, on a le couple résultant 
(R , — R) appliqué sur Ag dans un plan per- 
pendiculaire au triangle ABC. 

Maintenant , que du point g, on mène deux 
parallèles aux côtés AB et AC , et qu'on achève 
ainsi le parallélogramme Algm-^ il s agirait de 
prouver que les momens de nos trois couples, 
savoir : 

PxAB, QxAC, RxAg, 


sont entre eux comme les cotés A/, Am et la 
diagonale Ag de ce parallélogramme. Or c'est 
ce qui est facile ; car en mettant , au lieu des 
forces P, Q, R, les trois lignes Cg, Bg, BC, qui 
leur sont proportionnelles, ou voit que ces mo^ 
meus sont entre eux comme les trois produits 

C§:XAB, BgxAC. BCxA-. 
Mais k$ triangles semblables donnent : 
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Cg X ABsrBG X A/, et % X AC=BC X Am, 
Substituant ces deux nouveaux produits a la 
place des deux premierSy et supprimant partout 
le facteur commun BG, on a les trois momens 
dont il s'agit dans la proportion des simples 
lignes A/^ km, Ag; ce qti'il fallait démon- 
trer. 

On peut varier encore ces démonstrations ;' 
mais il y a une manière bien plus simple de 
présenter la composition des couples , comme 
nous allons le voir dans l'article suivant. 

Expression plus simple des théorèmes 
qui concernent la composition des 
couples. 

• 

60 • Au lieu de déterminer la position d'un 
couple par celle de son plan, on peut la déter- 
miner par la direction d'une droite quelconque 
perpendiculaire à ce plan , et que l'on pourra, 
nommer Y axe du couple. Puisqu'un couple 
peut être supposé appliqué où l'on voudra 
' dans son plan ou dans tout autre plan paral- 
lèle (49) , il est visible que l'on connaîtra là 
position d'un couple dans l'espace, lorsque 
l'on connaîtra la direction de son axe : car en 
élevant où l'on voudra sur cet axe un plan 
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perpendiculaire, on paurra prendre ce |^laa 
pour celui du couple proposé. 

Ainsi la position cle différais couples pardU 
lèles peut être donnée par une seule droite 
perpendiculaire h tous ces coujdes, ^t qui en 
sera, pour ainsi dire. Ta» commun. 

Si les couples sont situés dans des plans 
quelconques , on supposera d'abord , pour plus 
de clarté, qu'ils soient transportés dans des 
plans respectivement parallèles , tous conduits 
par un seul et même point A , pris à volonté 
dans Fespace, et qui deviendra le commun 
centre de tous ces couples : et si l'on prend ce 
point pour l'origine des perpendiculaires qu'on 
élevé h ces plans respectifs, la position des dif- 
férens couples se trouvera donnée par celle 
d'autant de droites partant d'un seul point , et 
faisant entre elles les mêmes angles que les 
plans des couples proposés, 

Pe plus^ si , à partir de ce point A , on porte 
sur ces droites des longueurs AL, AM, AN, etc., 
proportionnelles aux momens respectifs de ces 
couples, que je désigne ici par les simples let-* 
très ij, M, N, etc. , chacune de ces lignes ter- 
minées f telle que AL , suffira pour représenter 
à 1^ fois Taxe et la grandeur du couple L qui 
lui correspond. 

Enfin, si l'on veut que la même ligne AL 
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laisse euoore indiquer le sens dans lequel ce 
couple agît (ce qui est. nécessaire pour achever 
Ift détermination complète du couf^e), il n'y 
aura qu^à faire une conventio» toute sem- 
blable \k celle qui regarde les simples forces» 
Or, pour une simple force P appliquée en A 
et qu'on représente par une certaine ligne ÂP, 
celte convention consiste, comme on l'a dit 
(ti*^ n), en ce que l'action de cette force a 
toujours lieu de A vers P, ou que la force tire 
^ A en P. Ici / pour un couple L appliqué 
autour du centre A, et dont je représente 
faxe et la grandeur par la ligné terminée AL > 
je supposerai toujours que le sens du couple 
ou de la rotation qu'il tend à produire est tel 
que, si Ton se plaçait au point L, considéré 
comme le nord, pour regafrder devant soi le 
point A , considéré comme le midi /on verrait 
la rotation se faire de l'orient à l'occident, ou 
de la gauche à la droite , comme se fait à nos 
yeux le mouvement du soleil. Cest d'ailleurs le 
sens ordinaire dont la main fait tourner la plu- 
part des instrumens de rotation; et c'est dans 
ce sens convenu qu'agira pour nous le couple 
représenté par la ligne AL. 

Oh peut adopter, si l'on veut, la convention 
contraire , pourvu qu'on s'y conforme avec le 
même soin pour tous les couples dont il s'agit 

s'.. 
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dahis une même figure, ou dans l'énoncé d^uné 

même proposition. 

Au reste , on Toit qu'une des deux conven- 
tions, comme la première, nous suffit; car 
s'il fallait indiquer dans la figure un couple L' 
contraire à L, on le représenterait de même 
par une ligne AL^ mais portée de l'autre côté 
du point A sur le prolongement de la pre- 
mière, n est clair, en effet, que ce second 
couple qui, yu du point U , ferait tourner 
dai^ le sens convenu, c'est-à-*dire de gauche 
à droite , étant vu du point L, ferait tourner de 
droite à gauche , et serait réellement contraire 
au premier. 

Par cette manière de déterminer les couples 
et d'en indiquer les sens simultanés, on voit 
donc que la représentation géométrique de 
tant de couples qu'on voudra , appliqués sur 
un corps dans des plans quelconques, devient 
parfaitement la même que celle d'autant de 
simples forces appliquées sur un point; et l'on 
va prouver tout a l'heure que leur composi- 
tion peut s'exprimer par des lois toutes sem- 
blables. Tout se réduit en effet à la démons- 
tration du théorème suivant, qui remplace le 
théorème II, et qu'on peut nommer \e parah 
lélogramme des couples. 


DE STAÏIQUE. 69 


Théorème. 


61 . Si deux couples L e^ M sont représentés 
pour leurs axes et pour leurs grandeurs par 
les deux côtés AL et AM d'un parallélogramme 
ALGM ^ ces deux couples se composent en un 
seul G représenté pour son axe et pour sa 
grandeur par la diagonale AG de ce parallé- 
logramme. 

En effet , que du point A et dans te plan du 
parallélogramme ALGM (fig. 24) f on mène Fig. i\. 
deux lignes IV ^ mm' perpendiculaires et propor- 
tionnelles aux deux côtés respectifs AL et AM , 
et qui sioient toutes deux coupées par leur mr- 
lievi au point A. Si Ton achève les paralltélo- 
grammes A/g^/n, Al'g'm', il est clair que ces 
parallélogrammes seront égaux entre eux , et 
semblables au premier ALGM ^ et que par con- 
séquent la ligne gg' sera aussi perpendiculaii'e ^ 
et proportionnelle a la diagonale AG, et coupée 
en son milieu au point A. 

Maintenant, que sur ces lignes //', mm\ 
comme bras de levier, et dans des plans per- 
pendiculaires à la figure, on applique deux 
couples composés de forces égales , le premier 
(P,— P) sur la ligne ll\ et le second (P,— P) 
sur mm' } et supposons, pour nous conformer 
à la convention ci-dessus (60), que ces couples 
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tendent tous deux k faire tourner de gauche à 
droite quand on les regarde Tun après l'autre 
des points L et M. U est évident que ces deux 
coii^ples peuvent être pris pour ceux que les 
côtés AL et AM représentent : car i^. ils sont 
situés dans ^ des plans perpendiculaires à ces 
côtés; 2^. ils ont des momens proportionnels 
aux mêmes côtés ; et S"", leurs seoa simulta- 
nés sont conformes à la convention établie. 
Or, il est aisé de voir que ces deux couples 
se composent en un seul , représenté de même 
par la diagonale AG. En effet , les deux forces F 
et P appliquées en let ^ se composent en une 
seule 2P parallèle et de même sens , appliquée 
au point c, qui est le milieu de Im, et par 
conséquent, le milieu de Ag. Dé même les deux 
forces — ^ P et — P en Z' et m', se composent 
en une seule -^— aP appliquée en c', milieu de 
Ag'; et Ton a le couple résultant ( 2P, — aP) 
appliqué sur la ligne ce', ou simplement , le 
couple (P, — P) appliqué sur la ligne double 
gg'. Or ce couple est évidemment perpendi- 
culaire et proportionnel à la diagonale AG, et 
fait aussi tourner de gauche à droite quand on 
le regarde du poiqt G. Donc, etc. 

Nous aurions pu tirer ce théorème de lune 
des démonstrations qui précèdent , mais nous 
avons préféré d'^n faire ici là démonstration 
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iminédiate ^ etsnr une nouyeUe figure, où Ton 
vit très cbâremeat les sens relatifs qae dohrent 
avoir ensemble les trois couples ^e Tony 
considère. 

Bemarque I. 

62. On voit ici, par un raisonnement tout- 
à-fait semblable à celui du n* Sy, que si deux 
coupliE» avisent danâ de^ plaûs qui se cOupent , 
ott qui ne sont pohit pâr&Hèles , ils tie pëti- 
vent jamais donner un couple résultant ndl> 
à moins qu'ils ne soient unis tous les dettt * à 
la fois. 

Remarque II. 

65. Lorsque les plans des couples compo- 
sans sont rectanguhiires etltre eux, les deux axes 
ÂL et ÂM sont aussi rectangulaires^ et dans 

le i^ctâittgle AL6M , oti û A€r sst AL -4^ AM ; 

de plus, si Ton nomme a et fi les âï^es qtie 
fait la diagoilsfle A6 avec les éetJi± ti&Véd ^^j^- 
cens AL, AM, on a 

AL = AG.cosâ&, AM=AG.cos/3. 

Donc en désignant simplement les trois mo- 
mens respectifs par les lettres L, M, G, on a , 
pour le moment G , G* == L* + M% d'où 

, G==v/L- + M% 
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et, pour les angles et et fi que son axe fait 
avec les axes des deux autres, L = Gcosflty 
M=;:Gcos/3, d'où 

cosa^^g:, cos/3 = g. 

Remarque III. 

ÇtU générial/si l'on nomme 9 l'angle quç 
font entrç eui^ les deux couples composans, 
o^ leurs axes AL et AM , on aura dans le pa- 
rallélogramme ALGM , 

AG = AL + AM+ 2ALX AM.cos(p^ 

et par conséquent 

^• = L* + M'H-2LMcos(p; 

ce qui donne le couple résultant G par les 
couples composans L et M , et leur inclinaison 
mutuelle ^. 

Si l'angle <p est nul , on a çps 4^ == i , et il 
vient 

G = L + M; 

ce qui s'accprde avçc cç qu'on a déjà vu : car 
les deuTi: couples sont alors dans le même plan 
et de même sens, et ils se composent en un seul 
égal à leur somme. 

Si l'angle ^ est égal à deux droits, on a 
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cos ^=: — I , et il vient G= L — M ; ce qui 
doit être; car les deux couples sont alors de 
sens contraires^ et ils se composent en un seul 
égal à leur jiifiFérence. 

Lorsque ^ est un angle droite cos ^zszo , 

pt Ton a G=v/L*4-M% comme ci-dessus. 

Remarque IV. 

De la composition de deux couples ^1 il est 
bien facile de s'élever à la composition de tant 
de couples qu'on voudra , et il est évident 
qu'on aura des théorèmes tout semblables à 
ceux qui regardent les simples forces autour 
d'un point : cependant je crois devoir énoncer 
et démontrer comme théorème ^ le corollaire 
suivant, à cause du grand usage qu'on en peut 
faire en Mécanique. 

Théorème. 

64. Trois couples représentés y pour leurs axes 
et pour leurs grandeurs, par les trois arêtes 
çontiguës d'un parallélépipède, se composent 
toujours en un seul représenté , pour son axe 
et pour sa grandeur, par la diagonale de ce 
parallélépipède. 

Soit en eJËFet A... G (fig. 25) le parallélépi- Fig.25. 
pède; AL; AM, AN, les côtés qui représen- 
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lent à la fois les axes et les momens des Ikms 

couples. 

Les deux ooa{^ représeatés par les deux 
côtés ÂL, AM du parallélogramme ALOM, 
se composeront en ua seul^ représenté, pour 
son axe et pour sa grandeur, par la diagonale 
AO de ce parallélogramme. Maintenant ce 
couple,' et le troisième représenté par AN , se 
composeront en un seul représenté par la dia- 
gonale AG du parallélogramme ANGO. Or, 
cette diagonale est en même temps celle du 
parallélépipède; donc, etc. 

65. On voit encore ici, par le noènoc raiscm*- 
nement que celui du u''4^, que si trois cou* 
pies agissent dans trois plans qui forment un 
angle solide ou qui se coupent en un point 
unique, ils ne peuvent jamais avoir un couple 
résultant nul , à moins qu'ils ne soient nuls en 
même temps tous les trois. 

Remarque. 

66w Lorsque le parallélépipède est rectan-^ 
gulaire, en nommant L, M, N les momens 
eomposans , et G le moment résultant , ou a 
manifestement G* = L» + M* -f- N*. 

En*. désignant par A, f&, p les trois angles que 
1& diagonale , ou plutôt que Taxe du couple ré- 
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sultant fait avec les trois axes des couples corn-* 
posans^ on a 

LccGcosA, M=:6cos;t^ N:=s6co8y; 
d'où 

L M N 

COSA = ç, COSfJi=s:^, COSysE^. 

Donc^ s'il s'agit de calculer le moment ré* 
sultant G de trois momens L, M» N^ dont les 
axes sont rectangulaires, on aura pour sa va- 
leur, G=\/L'+ M'+N*, et pour les angles 
^9/^9 ^f ^1^6 son axe fait avec les trois axes des 
momens composans , 

cos A = j 

V/L* + M* + N' 

M 

COSft = 


cos V = 


N 


S11 s'agit, au contraire, de décomposer un 
couple G en trois autres, situés dans trois plans 
rectangulaires entre eux, ou dont les trois axes 
soient rectangulaires , on aura , pour les va- 
leurs respectives des momens composans, 
li = .GcosA, M = Gcos/A, N=Gcosy; 
A, iEt , y étant les trois angles que Taxe du couple 
donné fait avec ceux des couples composans 
cherchés. 
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67. Au reste ^ nous ne nous arrêterons pasr 
sur ces détails : nous remarquerons seulement 
qu'entre les sept quantités L, M, N, G, cosA^ 
cos lA , cos Vf on a quatre équations qui sont : 
G*=L*-f-M*+N% L=GcosX, M=Gcosfi, 
N=:Gcos V, au moyen desquelles, connaissant 
d'ailleurs trois de ces quantités^ on pourra dé- 
terminer les quatre autres* ' 

U ùnt pourtant excepter le cas où l'on ne 
connaîtrait que les trois angles ^, ix, v; alors 
on ne pourrait obtenir que les rapports des 
momens L^ M^ N, G. 

CONCLUSION GÉNÉRALE PE CE CHAPITRE. 

Composition des forces dirigées comme 
on voudra dans V espace. 

68. Soient tant de forces que Ton voudra , 
P, P^ , P^^, etc., appliquées d'une manière quel- 
conque dans l'espace, à un corps ou système 
libre. 

Je considère d'aoord l'une d'elles, la force P 
Fig. a6. (fig- 26), par exemple, qui est appliquée au 
point B. Ensuite, au point A, arbitrairement 
pris dans ce corps, ou au dehors (pourvu qu'on 
l'y suppose invariablement fixé) , j'applique 
deux forces contraires P', — F, égales et paral- 
lèles à la force P. U est clair que je n'ai rien 
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changé à letat du système. Mais je puis consi- 
dérer maintenant , au lieu de la force P ap- 
pliquée en B^ la force P' appliquée en A, et 
le couple (P, — P') agissant si\r la droite AB. 
Si , pour plus de clarté, on transporte ce couple 
ailleurs, dans un plan quelconque parallèle au 
sien , il ne restera^ au point A que la force P' 
égale et parallèle à la force P, et qui n'est en 
quelque sorte que cette même force P qu!on 
aurait transportée parallèlement à i^Ue-même 
de B en A. 

Si Ton fait la même transformation pout* 
toutes les forces du système a Fégard du même 
poitit A , il est manifeste que toutes ces forces 
viendront s'y réunir parallèlement à elles- / 
mêmes , mais qull y aura de plus dans le sys- 
tème autant de couples appliqués provenant 
de chaque transformation. Or, toutes les forces 
appliquées au point A se composeront en une 
seule Ry et tous les couples en un seul couple 
(S, — S) (fig, 27) appliqué sur une certaine tig. ,7. 
droite BC. 

, Ce qui nous apprend que tant de forces que 
ton voudra appliquées dune manière quel- 
conque à un corps ^ peuvent toujours se réduire 
à une seule force et à un couple unique j les- 
quels seront en général situés dans des plans 
différens. 
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Observons, en passant, que la quantité, la 
direction et le sens de la résultante R seront 
toujours les mêmes, en quelque lieu quon ait 
pris le point A^i En variant la position de ce 
point, la résultante R ne fera que se trans- 
porter parallèlement à elle-même en différens 
lieux de Tespace ; mais le plan et la grandeur 
du couple résultant (S, — S) changeront né* 
cessiùremeQt. 

Corollaire I y 

Qui contient les lois de V équilibré de tout 

système libre. 

69. Un couple ne pouvant jamais être tenu 
en équilibre par aucune simple foice dirigés 
comme on voudra dans l'espace, il résulte de 
ce que nous venons de dire qu'il ne pourra 
jamais y avoir équilibre dans le système, à 
moins que la résultante R des forces ne soit 
nulle d'elle-même, et que le moment du couple 
résultant (S, — S) ne soit aussi nul de lui- 
même* 

Ainsi , toutes les forces appliquées au sys- 
tème étant transportées parallèlement à elles-- 
mêmes en un point quelconque du système ou 
de^r espace y doivent sy faire équilibre entre 
elles; et tous les couples quelles produisent en 
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se transportant en ce point doivent aussi se 
faire équilibre entre eux. 

Remarque. 

j^. TiA\^ ç<?ot , pour un système libre quel- 
conque, de forme invariable , les deux con- 
ditions d'équilibre nécessaires et suffisantes, 
c^est-Jnlîre sans lesquelles Tàjuilibre ne pourra 
subsister y et telles qu'il aura manifesteiaeni: 
lieu f si eil6$ son! remplies* 

Pour développer ces deux conditions , il 
faudra remonter à la valeur de la résultante R, 
et ÏL la valeur du couple résultant (S, — S) , eu 
conservant les lois qui lient la résultante à ses 
composantes , et le couple résultant aux. cou- 
ples compo$ans, faire ensuite la force R et le 
couple (8, — S51 tous 4feux nuls , et voit quelkd 
relations cela établît ^ntre les forces primitives 
aj^Hquées au système. On obtiendra de <;ette 
manière les conditions de Féquilibre, expiî*- 
mées au moyen des seules forces données im- 
tnédktement par l'état de la question ; ce qui 
est la solution du problènoe qus: nous avions 
en vue. 

liais tous ces développemens qui, d'après 
les principes posés ci-dessus, ne sont plus 
qu'une affaire de Géométrie et de calcul , feront 
l'objet du chapitre suivant. 
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Corollaire II, 

Qui contient les conditions nécessaires pour 
que toutes les forces appliquées au système 
aient une résidtante unique^ lorsqu'elles ne se 
font pas équilibre. 

7t. Tontes les forces appliquées au âysitème 
étant ramenées , ainsi que nous Tenons de le 
voir, à une seule force et à un couple, suppo- 
sons que cette force R et le couple (S , -— S) 
puissent se réduire à une seule force , ou , si 
l'on veut, qu'une force unique R' fasse équi- 
libre au couple (S,^ — S) et à la force R. 

Puisqu'il y a équilibre entre les deux forces 
R , R' ^t le couple (S, — S) , je dis que les deux 
forces R et R' doivent former un couple cout- 
traire et équivalent au couple (S, — S), et si- 
tué dans le même plan, ou dans un plan paral- 
lèle, ce qui est ici la même chose. 

Car il ne peut arriver que trois cas : ou les 
deux forces R et R' seront susceptibles d^ se 
réduire à une seule , et alors cette force ne 
pourra faire équilibre au couple (S, — S) ; ou 
elles se réduiront à une seule avec un couple , 
et alors ce couple et le proposé (S, — S) se ré- 
duiront à un seul, qui ne pourra pas être en 
équilibre avec la force ; ou bien enfin elles se 
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réduiront à un seul couple , et c'est le seul cas 
qui puisse arriver. 

U faut donc au moins que les deux forces R 
et R' forment ensemble un couple. Maïs pour 
que ce couple fasse équilibre au couple (S, — S), 
il est nécessaire qu'il soit situé dans le même 
plan ou dans un plan parallèle, sans quoi ces 
deux couples se composeraient toujours en un 
seul qui ne pourrait jamais être nul (62), et il 
ny aurait pas équilibre. Donc la direction de 
la résultante R doit être parallèle au plan du 
couple résultant (S, — S) ; et par conséquent , 
toutes l§s forces appliquées au sjsthme ne 
pourront jamais se réduire à une seule ^ à moins 
que la résultante de ces forces transportées pa- 
rallèlement à elles-mêmes en un même poir^t^ 
n'ait une direction parallèle au plan du couple 
résultant; et cela ^ en quelque lieu de Vespace 
qu'on ait pris d abord le point où Fon a trans- 
porté toutes les forces. 

Cette condition est nécessaire , et il est clair 
qu'elle suffit en général; car; a moins que la 
résultante R ne soit nulle , on sera toujours 
maître d'appliquer au système une force R' 
qui soit égale , parallèle et opposée à la force 
R, et qui forme avec elle un couple (R, — R) 
de sens contraire à l'égard du couple (S, — S), 

et d'un moment équivalent. Cette force es- 

6 


8» ÉLÉMENS 

timée en sens contraire sera la résultante gé-^ 

nérale. 

Au reste ^ on pourra prendre iniâiédiatement 
cette résultante ; car si la force R appliquée en 
A ^t parallèle au plan du couple (S^-^S), on 
pourra amener cç couple dans uu même plan 
avec la force R, et alors les trois forcefs fi> S 
et — S étant dans- le même plan , se Cômpôse-r 
rûnt toiijo.urs en une seule , égale et parallèle 
à R, et qui sera la résultante unique de toute$ 
les forces. 

72. Qans le cas où la force R est égale à zéro^ 
il n'y a point de résultante unique. Car toutes 
les forces du aystème sont réduites au seul 
couple (S^ — S) qui ne peut jamais se réduire à 
une seule force. Ainsi ^ à la condition précé- 
dente qui exige que la force R &oit parallèle au 
plan du couple (S, — S), il faut joindre encore 
celle-ci , comme condition particulière : que la 
force R ne soit pas égale à zéro. (A moins qu'il 
uy ait équilibre , auquel cas la force résultante 
et le couple résultant étant tous deux nuls , on 
pourrait dire qu'il y a une résultante unique 
qui est 7.éro, et qui a d'ailleurs telle direction 
et telle position qu'on veut dans l'espace : mais 
nous avons exclu le cas de l'équilibre.) 
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Remarque I. 


j5. Lorsque le couple résultant (S, — S) 
(fig. 28) et la force R ne sont pas dans des plans Fîg.aS. 
parallèles, il n'y a jamais de résultante unique. 
Seulement en transportant le couple (S, — S), 
parallèlement à son plan , on peut amener Tex* 
trémité B ou C de son bras de levier sur le point 
A , et alors les deux forces R et S appliquées 
en A se composent en une seule T ; et toutes les 
forces du système sont réduites à deux autres T 
et — S non situées dans le même plan. 

Ce qui nous fait voir d'abord que tant de 
Jorces que l'on voudra^ dirigées arbitrairement 
dans r espace^ peuvent toujours se réduire à 
deux au plus y non situées dans le même plan. 

Mais il est clair que cette réduction peut avoir 
lieu d'une infinité de manières , même sans dé- 
placer le point A où l'on rassemble toutes les 
forces; car le couple (S, — iS) pourrait être 
changé en une infinité d'autres équivalens, et 
de plus tourné sur son axe dans une position 
quelconque , et l'on arriverait ainsi à une infi- 
nité de systèmes différens de deux réduitii non 
situées dans le même plan. 

A la vérité , on pourrait choisir, entre ces 
systèmes, celui où l'une des forces serait per- 
pendiculaire au plan du couple , et l'autre 
• 6.. 
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dirigée dans ce même plan; car, imaginez la 

résultante R décomposée en deux forces; Tune 

V perpendiculaire , l'autre U parallèle au plan 
du couple es, — S) : la force U et le couple pa- 
rallèle (S, — S) se réduiront toujours à une 
seule U' égale et parallèle à U; et toutes les 
forces appliquées seront réduites à deux autres 

V et U' de directions rectangulaires dans l'es- 
pace. Ainsi , des forces quelconques peui^ent se 

réduire à deux forces de directions perpendi- 
culaires entre elles , et dont l'une passe en un 
point A dorme à volonté'. Mais cette réduction 
elle-même, qui souffre d'ailleurs une excep- 
tion, n'a guère plus d'utilité que la précédente, 
et nous ne nous y arrêterons pas davantage. 

Remarque II. 

74. La seule .conséquence qu'il soit bon de 
remarquer est cette autre proposition réci- 
proque : que deux forces non situées dans le 
même plan ne peuvent jamais avoir de résul- 
tante unique. 

Et en effet, on peut toujours supposer que 
ces deux forces provieiinetit d'une autre force, 
et d'un couple qui ne lui était pas parallèle. 

Mais si l'on veut voir la chose directement, 

Fig. 19. soit AB (fig. 29) la commune perpendiculaire 

aux directions des deux forces P et Q non si- 
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tuées dans le même plan ^ et dont aucune n est 
supposée nulle. Je transporte P parallèlement 
à elle-même de B en A, et j^aî deux forces P' 
et Q appliquées au même point A , et un couple 
(P, — F) appliqué sur AB. Or, au point A ^ 
les forces P' et Q qui, par hypothèse, font 
entre elles un certain angle QAP', se compo- 
sent en une seule R dirigée dans l'intérieur de 
cet angle* Mais cette force R ne peut être paral- 
lèle au plan du couple (P, — P'), puisqu'elle 
fait avec ce plan un angle RAP' qui ne peut ja- 
mais être nul , à moins' que Q ne sôît nulle , ce 
qui est contre la supposition : donc (7 1) les deux 
forces P et Q non situées dans le même pl^n ite 
peuvent jamais avoir de résultante unique; pro- 
position qu'on regarde ordinairement comme 
évidente , mais qui avait besoin d'être démon- 
trée. 

Remarque III. 

j5. C'est, au reste, le seul cas général où 
l'on puisse assurer que des forces ne sont pas 
réductibles à une seule; car dès que Ton consi- 
dère seulement trois forces, il résulte de notre 
théorie qu'elles peuvent avoir une résultante 
unique , quand bien même il n'y aurait aucune 
rencontre entre les directions de ces trois forces 
dans l'espace. 

Soient ,^ en eflet, trois forces P, Q, R que je 
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suppose , deux à deux , non situées dans le 
même plan , ou même telles que , s'il y en avait 
deux dans le même plan , l'autre ne fût en même 
plan ni avec la première , ni avec la seconde. 

Je choisis deux de ces forces P et Q qui ne 
soient pas situées dans un même plan , et je les 
imagine transportées en un même point A pris 
sur la direction de la troisième force R. Ce^ 
deux forces P et Q viennent s'y compc^r en 
une seule V^ et donnent deux couples qui se 
composent en un seul (S^ — S); et le plan de 
ce couple ne passe point par la direction AV de 
la force V (74)- 

Cela posé^ si la résultante des deux forces 
V et R ^ appliquées en A , se trouvait dans le 
plan du couple (S, —S) qui passe au même 
points les trois forces proposées P, Q, R se- 
raient réductibles à une seule (71). Or, sans 
changer la direction de la force R, on peut 
disposer du sens et de la grandeur de cette force, 
de manière que la résultante de V et R tourne 
autour du point A dans le plan de ces deux forces, 
et se dirige suivant l'intersection de ce plan 
avec*celui du couple (S, — S) , et tombe ainsi 
dans le plan même de ce couple. Donc, en 
prenant convenablement la grandeur et le sens 
de l'une des trois forces P, Q, R, sans rien 
changer à leurs positions mutuelles, on peut 
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«jn géuçral rendre ces trois forces réductibles à 
une .seules ■ ..... ' -.-, . ..v. . •..- -yv*-..' 

^ Je 4is çn général, parce qu'il y a un cas par- 
ticulier où la chose ne pourrait Avoir^ lieu «en 
supposant qu'il y çût un certain rapport donné 
entre P .et Q^ et qu'on s'astreignit à qe faire 
varier que la quantité dç la troisième fofce,iV': 
car, si , par ce rapport de P à Q, iL^rrivaijtque 
l'interseètion du plan YA.R avec lç^aniâ« 
couple fût la direction mémf All^de cette, jtroi^ 
siècle force y, on ne pourrait faire prendre à la 
résultante de Y et R la directioi) AR^^s^Brfaire 
la composante R infinie ^ ce qui.est.imppssibl^^f 
Mais y dans ce cas particulier^ que l'on corn-* 
mence par changer le rapport des deux forces 
P et Q ^ ou ^simplement le sens de 1 une d'elles ^ 
et le couple (-S^thS) ^qui résultera- de sieur 
translation au point A^ ne^passeiia^plùs pap>lfi 
direction de la.troîsièmeforceRf itar^sile^an 
dé>Cfi couple passait encore par la'mème droîte 
AR^ il.s'^asuivrait que iAR est la ! commune 
8^ion.des.deux,p]ans ou sont situés les couples 
qui composent (&,.-r-S), et^qu'ainsMaforcé/R 
e9t à la fois dans jun même plauvay^c P^ el^ns 
uni iQémQi plan avec Q^ ce qui «sticoiïtre l'hy- 

p<^èse. j . .-. 'i , .... ■ • • 

,: Ainsi > quand de trois forces P, Q, R, ow 

^en^ peut trous^r tout au plus ^ue deux qui 
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soient situées en même plan, il est toujours pos^ 
sible de rendre ces trois forces réductibles à 
une seule j sans rien changer à leurs directions 
dans Vespace. 

Le seul cas où Ton puisse dire de trois forces, 
que leur position seule les rend toujours irré- 
ductibles^ est celui où, en regardant ces forces 
deux à deux, on ne trouve qu'une combinaison 
qui présente deux forces non situées en même 
plan. Dans une telle position, quels que soient 
les rapports de grandeur qu'on veuille donner à 
ces forces, on ne les rendra jamais capables de 
se réduire à une seule. 

Remarque IV. 

• 

76. Comme il parait incontestable qu'un 
couple ne peut être en équilibre autour d'un 
point fixe , par exemple , autour du milieu de 
son bras de levier, remarquons cette diflFérence 
entre l'équilibre de plusieurs forces appliquées 
à un corps assujetti à tourner autour d'un 
point fixe , et l'équilibre de plusieurs couples 
qui seraient appliquées au même corps. 

Dans le premier cas, il n'est pas nécessaire 
que les forces aient une résultante nulle d'elle- 
même; il suffit qu'elles aient une résultante 
• qui passe par le point fixe où elle sera détruite. 

Mais^ dans le second , il faut nécessairement 
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que les couples appliqués au corps donnent un 
couple résultant nul de lui-même , comme s'il 
n j avait pas de point fixe dans le corps; car^ 
si ce couple n'est pas nul de lui-même^ en le 
transportant , pour plus de claYté , de manière 
que le milieu de son bras de levier vienne 
tomber au point fixe , il est évident que ses 
deux forces ne pourront être en équilibre au- 
tour de ce point. 

Et il est encore évident qu'elles ne seraient 
pas en équilibre ^ quand bien même il y aurait 
dans le corps un axe fixe , pourvu que le plan 
du couple ne passât point par cet axe, ou ne 
fïit point parallèle à sa direction, ce qui revien- 
drait au même (49)* 

Ainsi , lorsque différens couples^ situés comme 
on voudra dans F espace , sollicitent un corps 
ou système assujetti à tourner autour dun point 
fixe y les conditions de Féquilibre sont absolu- 
ment les mêmes que si le corps, était parfaite-- 
ment libre. 

Et la même chose a Keu dans le cas d'un axe 
fixe, si' les couples appliqués sont tellement 
disposés qu'ils ne puissent jamais donner un 
couple résultant parallèle à cet axe ; ce qu'on 
ne peut assurer d'une manière générale que 
lorsque tous les couples sont dans des plans pa- 
rallèles qui rencontrent l'axe fixe en le coupant. 
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CHAPITRE IL 

DES CONblTIONS DE L'ÉQUILIBRE. 


77. Nous venons de voir (68) qu'on peut 
Fig. a6. transformer chaque force P (fîg. 26) qui ^git 
sur un système en un certain point B, qu une 
autre fdrce P' égale ^ parallèle et de mèjne sens, 
appliquée çn un autre point A pris à volonté 
dans lespace , et en un couple (P, — P) appli* 
que sur ABy et dont l'énergie est mesurée par }e 
moment PxAI» AI étant une pierpendicu- 
la^re abaissée du. point A sur la direction ide la 
force P; que> de cette manière,. le système 
p^ut être CjOnsidéré comme çolliçité par la rér 
sultante de toutes les forces .qui se seraient- 
en quelque sorte transportées parallèleipe)[)t,à 
elles-mêmes au point A^ et par le couj^lei ré- 
sultant de tous les couples qui naissent dç ce$ 
tmn^ormatious. Nous ayons . vu que. pour l'é^ 
quijibre,; cette résultante, et Je iiioment du 
couple résultant doivent être nvls tous les deux 
a 4a lois* i . '1^ I l'^i-' ' 

Nous pourrions développer sur-le-champ ces 
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deux conditions dans le cas général d'un corps 
ou système sollicité par tant de forces que loa 
voudra dans l'espace , et déduire de là les con- 
ditions de l'équilibre dans tous les cas parti- 
culiers qui peuvent se présenter : inais, conune 
notre marche doit toujours être unifornie daqs 
le courant de ce chapitre , ou plutôt cpmmç 
elle n'offrira qu'une même et continuelle apr 
plication d'un même principe^ nous aimons 
mieux passer en revue plusieurs questions sim- 
ples ^^ avant que de traiter la question générale. 
Cela nous fournira d'ailleurs l'occasion de ré- 
pandre plusieurs propositions sur les momens^ 
dont on fait beaucoup d'uçage dans la Statique. 
^ Une fois parvenu au théorème général de 
l'équilibre^ on pourra s!y, arrêter, et Tony trou- 
vera comprises tputes les propositions qui aur 
Iront été précédemment expliquées. 

t)e VéquiUbre des forces parallèles qui sont 
situées dans un même plan. 

78. Soient P, P', P" (fig. 5o), etc., les diffé- Fig. 3o. 
rentes forces parallèles. D'un point A pris où 
l'on voudra dans leur plan y 'abaissons une per- 
pendiculaire commune sur leurs directions, et 
^i les coupe aux points respectif B^ Ç, D^ etc. 
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Considérant d'abord la force P, j'applique au 
point A deux forces contraires P, — P, égales 
et parallèles à la première ; ainsi , j'ai , au lieu 
de la simple force P appliquée en B^ une force 
égale et parallèle appliquée en A , et un couple 
(P> — P) agissant sur AB et dont le moment est 
P X AB. Je substitue de même , au lieu de la 
force P' appliquée en C^ une force égale et pa- 
rallèle et de même sens appliquée en A ^ et un 
couple (P', — P') appliqué sur AC et dont le 
moment est P x AC : de même pour la force 
F', etc. 

Si , pour plus de clarté , on transporte tous 
les couples ailleurs dans le même plan , il ne 
restera au point A que les forces P, P', FVetc. , 
égales et parallèles aux forces primitives appli- 
quées en B, C, D, etc., et de même sens. 

Or, pour qu'il y ait équilibre, il faut, i^.que 
la résultante des forces appliquées en A soit 
nulle d'elle-même. Mais toutes ces forces agis- 
sant dans une même direction , leur résultante 
est égale à leur somme (*), et par conséquent, 
l'on aura 

P^- P'+P' + etc. =o, 

première équation de l'équilibre. 

('*'} Il faut prendre ce mot ici et ailleurs dans le sens 
de la remarque suivante (79). 
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2"*. Il faut que ]e moment résultant de tous 
les momens des couples soit aussi nul de lui- 
même; mais ce moment résultant est égal à la 
.somme des momens composans , puisque tous 
les couples sont dans un même plan. Donc^ ea 
nommant, pour abréger, /?, p% p", etc., les bras 
de levier respectifs AB, AC, AD, etc. , ou aura 

Yp' + P'/?' + Py + etc. = o , 

seconde équation de l'équilibre. 

Remarque. 

79. Il est clair que dans la première équa- 
tion , si l'on regarde les forces qui tirent dans 
un même sens comme positives, il faut re-. 
garder celles qui tirent dans le sens contraire 
comme négatives. Nous regarderons désor- 
mais comme positives les forces telles que P' 
qui tirent au-dessus de la droite AD, et par con- 
séquent comme négatives les forces telles que 
P, P",.-*. qui tirent au-dessous; et de cette ma- 
nière on pourra dire que la somme des forces 
doit être nulle pour l'équilibre. 

P our les signes des momens Pp, P'p', .... de 
la seconde équation, il faut faire attention à 
deux choses : i"*. au signe de la force; 2*". au 
signe du bras de levier. 

Supposons, en effet, que la force P, sans 
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cesser d'agir du même côté du point A , vienne 
à changer de signe ; il est clair que le couple 
nouveau qu'elle produira a l'égard du point A 
sera d'un sens contraire à celui du premier : 
ainsi y le moment Vp change de signe ^ lorsque 
la force P en (Change. 

Concevons maintenant que la force P^ sans 
changer de signe , vienne à agir au point B' de 
l'autre côté du point A. Il est visible que le 
couple nouveau qu'elle produira à l'égard du 
point A sera d'un sens contraire à celui du pre- 
mier^ et par conséquent le moment ¥p change 
de signe' lorsque le seul bra6 de levier p en 
change. 

'DdâCf en prenant les bras de levier tels 
que AB qui sont à droite du point A comme 
positifs, par exemple , il faudra prendre les 
bras de levier tels que AB^ qui tomberaient à 
gauche comme négatifs; et l'on pourra tou- 
jours dire que la somme des momens doit être 
nulle en donnant des signes convenables aux 
forces et aux bras de levier. 

Corollaire. 

•80. Supposons que les forces P,P',P, etc., ne 
soient pas en équilibre, mais qu'elles aient une 
résultante unique R, et que par conséquent — R 
^it une force capable de leur faire équilibre. 
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hé^ deux équations précédentes devront avoir 
liéU-^i Ton y fait entrer la force — R. On aura 
donc d'abord 

P + F + F + etç. — R=o, 

ou bien 

R = P + P' + P^'4-etc.; 

ce qtii iQôtis apprend que la résultante est égale 
Il ta somme des composantes , ce que nous sa- 
vions déjà. 

En second lieu , si Ion nomme r la distance 
de la résultante au point A^ on aura 

Pp + Py + F/+etc.— Rr = o, 

ou bien 

Rr = Pp + P>' + Py + etc. 

Ce qui nous fait voir que le produit de la ré* 
sul tante, par sa distance r à un point quel-r 
conque A pris dans le plan des forces, est égal 
k la somme de tous les produits semblables de$ 
composantes par leurs distances respectives à 
ce même point. 

Eu divisant cette équation par R , et mettant 
à la place de cette quantité sa valeur P-f-P( 
+ P" + etc. , on aura 

Pp + py -H>-y + etc. 
P + P' + P" + etc. • 
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Ce qui donnera la distance de la résultante 
au point A , et par conséquent fera connaître 
sa position , puisque l'on sait d'ailleurs qu'elle 
doit èite parallèle aux composantes. 

m 

Remarque. 

8i. Les produits P^^ P'/?', etc.^ sont ce c[ue 
l'on nomme ordinairement les momens des 
forces; mais on n'attache pas au mot de moment 
d'autre idée que celle d'un simple produit^ qui 
résulte de deux nombres ^ dont Tun exprime la 
force et l'autre sa distance à un point : au lieu 
que le moment est pour nous la mesure d'une 
force particulière , c'est-à-dire de l'énergie du 
couple qui provient de la force ^ lorsqu'on la 
transporte parallèlement à elle-même au point 
que l'on considère. Mais comme ici, et dans la 
plupart des ouvrages de Statique , le moment 
exprime une même quantité numérique^ à la 
différence près de l'idée que nous y joignons, 
nous avons cru devoir conserver ce mot, qui est 
consacré par l'usage , et qui rend d'ailleurs assez 
bien notre idée , puisque le mot latin momentum 
d'où vient moment^ veut dire aussi poids ^ force ^ 
ou plus exactement , ce que vaut une force à 
raison de sa grandeur et du bras de levier par 
lequel elle agit. 

Au reste , lorsque nous ne voudrons parler 
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que du simple produit numérique d'une force . 
par sa distance à un point , à un axe perpendi- 
culaire y ou à un plah parallèle à sa direction y 
nous dirons aussi 1% moment de la force par 
rapport au point ^ ou à Faxe^ ou au plan paral- 
lèle : et cela n'introduira aucune équivoque ' 
dans le discours , puisque l'on pourra entendre, 
si l'on veut, par ce produit, le moment du 
couple qui naîtrait de la force transportée pa- - 
rallèlement à elle-même au point , ou sur l'axe, 
ou dans le plan que l'on considère. 

De cette manière , l'équation précédente 

Rr = P/> + F/>' + Py + etc. , 

peut s'exprimer ainsi : 

La somme des momens de tant de forces pa^ 
ralleles qu'on voudra , par rapport à un point 
quelconque de leur plan , est égale au moment 
de leur résultante par rapport au même point; 
ce qui est le théorème connu des momens, 
pour les forces parallèles qui sont situées dans 
un même plan. 

IL 

De Véquilïbre des forces parallèles qui agissent 
sur différens points dun corps dans F espace . 

82. Soient P, F, P", etc. ffig. 5i), les diffé- Fig. 3i. 
rentes forces parallèles. Je mène à volonté deux 
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plans ZAY^ ZAX parallèles aux directions des 
forces y et qui se coupent suivant ÂZ à angle 
droit Tun sur l'autre » pour plus de simplicité» 
Cela posé , considérant d'abord la force P ap- 
pliquée en B, j'abaisse une perpendiculaire BH 
sur la commune intersection AZ , et appliquant 
en . H deux forces contraires P, — P égales et 
parallèles à la première , je considère au lieu 
de la force P appliquée en B , une force égale 
et parallèle et de même sens appliquée en H , 
et un couple (P, — P) agissant sur BH. Si Ton 
fait la même transformation pour les autres 
forces P', P", etc. , et que, pour plus de clarté, 
on conçoive tous les couples transportés ail- 
leurs, chacun dans son plan , il ne restera dans 
Taxe AZ que les forces P, P', P^, etc. , respec- 
tivement égales et parallèles aux forces primi- 
tives, et de même sens. 

Or, la première condition de l'équilibre est 
que la résultante de toutes ces forces soit nulle 
d'elle-même ; et comme elles agissent dans une 
même droite , leur résultante est égale à leur 
somme ; et par conséquent , il faut qu'on ait 

P4.P'+P'' + etc. = o. 

La seconde condition de l'équilibre est que le 
moment résultant de tous les momens des cou- 
ples soit aussi nul de lui-même. Mais ce mo^ 
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ment résultant ne se trouve pas, comme tout 
à l'heure , en ajoutant les momens çomposaujE» ^ 
car les couples ne sont pas dans un même pl9n 
ni dans des plans parallèles. 

Four l'obtenir, considérant d'abord le couple 
(P, — P) que je suppose ramené dans sa prçr- 
mière position sur BH, j'abaisse, du poiat B 
deux perpendiculaires BG, BI sur les deux plans 
ZAY, ZÂX; et achevant le parallélogramme 
BGHI, je décompose le couple (P, — P), ap- 
pliqué sur la diagonale BH, en deux autres , 
composés de forces égales , mais* appliqués res- 
pectivement sur les deux côtés HI et GH (58); 
ainsi y en nommant x et^* ces lignes, ou leui^ 
égales BG et Bl, le moment proposé P xBH, 
sera décomposé en deux autres Vcc , Yy situés 
dans les plans respectii^ ZAX , ZA Y. 

Si l'on nomme de mênie or' et y les deux 
perpendiculaires abaissées du point d'applica- 
tion de la force P' sur les ^%vl% plans, le mo- 
ment du couple (P', — P') pourra se décom- 
poser dans ces deux plans en deux momens 
P'a:',P'/';'et ainsi de suite pour tous les couples. 

Mais les momens qui sont dans le plan )ZAX 
se réduiroiU à un seul Jj , égal à leur spmme 
Pa:+P'.r'+PV'+-etc.; tous c^jux qui seront 
dans le plan ZAY se réduiront de mèm^ k un 
seul M égala leur somme Pj^-Py+Pyr+retc^ 

1- 
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et ces deux momens résultans L et M se com- 
poseront enfîn en un seul G qui sera le moment 
total : donc il faudra , pour l'équilibre ^ qu'on 
ait G= o. Mais les deux momens L et M^ étant 
situés dans des plans qui se coupent ^ ne peu- 
vent jamais donner un moment résultant nul, 
à moins qu'ils ne soient nuls^ chacun en parti- 
culier (62); et y partant, la seconde condition 
générale de l'équilibre G=o exige ces deux 
équations : L=o, M=o, c'est-à-dire, 

P^-hPV +PV + etc. = o, 
Pj + ^y + Py + etc. = o. 

Ce qui nous fait voir que pour Véqidlibre 
dun groupe de forces parallèles y il faut ces 
trois conditions particulières : que la somme de 
toutes les forces soit nulle, et que la somme 
de leurs momens par rapport à deux plans 
parallèles à leurs directions soit nulle d'elle^ 
même pour chacun de ces plans. 

Remarque. 

83. Dans les équations précédentes , nous re- 
garderons comme positives les forces qui tirent 
de bas en haut , et par conséquent comme né- 
gatives celles qui tirent dans le sens contraire. 

Pour les signes des momens, il est clair qu'ils 
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changent en même temps que ceux des* forces. 
Mais y d'un autre côté, si une force telle que P, 
sans changer de signe, vient à agir en B' de 
l'autre côté du plan ZÂX, elle produira un 
couple d'un sens contraire à celui du premier ; 
et par conséquent , le moment change encore 
de signe lorsque le seul bras de levier en change. 
Donc si f par rapport à un plan , on regarde les 
bras de levier qui tombent d'un côté comme 
positifs , il faudra regarder ceux qui tombent 
de l'autre côté comme négatifs; et l'on poun^a 
toujours dire que la somme des momens est 
nulle f en donnant des signes convenables aux 
forces et aux bras de levier. 

Corollaire I. \ 

84. Supposons que les forces P, F, P*, etc., 
ne soient pas en équilibre, mais qu'elles aient 
une résultante unique R, et que par consé- 
quent — -R soit une force capable de leur faire 
équilibre. Les trois équations précédentes de- 
vront avoir lieu en y introduisant la force --^R. 
On aura donc d'abord 

R = P + F + F' + etc., 

ce qui donne la valeur de la résultante. 
Si l'on nomme ensuite p et q les distances 
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respectives de cette résultante aux deux plails 

ZAY^ ZAX , on aura 

Kp = Pa:H- PV + Fa:^ 4- etc. , 
R<y = P;r + py +ip*/ + çtc.j 

d*où , en mettant pour R sa valeur, on tire 


"x" + etc. 


P"^ P+F + P^ + etc. 

^_ pr+py-i-ïy+etc. 

ï — P4.P' + P* 4- etc. ' 

ce qui donnera les distances de la résultante à 
deux plans , et fera connaître sa position dans 
l'espace j car, sî Ton mène aux deux distaftces 
trouvées deux plans respectivement parallèles 
aux premiers, la direction de la résultante qui 
doit se trouver à la fois dans ces deux plans , ne 
sera autre chose que leur intersection même. 

85. On voit que les équations précédentes 
nous fournissent ces deux conséquences , qu'on 
peut énoncer ainsi , conformément à l'usage : 

La somme des momens de tant de forces pa-* 
raltèles que Von voudra , par rapport à un plan 
quelconque parallèle à leurs directions ^ e^t 
égale au moment dé leur résultante. 

Et la distance de la résultante à ce plan est 
égale à la somme des momens des forces, divi^ 
séè par la somme de toutes les farces. 
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Corollaire II, 

■ 

Du centre des forces parallèles. 

86. Puisque le centre des forces parallèles 
est situé sur la direction de la résultante , il est 
clair que la distance de ce centre à un plan 
quelconque parallèle aux forces se trouvera 
comme la distance de la résultante à ce plan , 
cVst-à-dire en divisant la somme des momens« 
par rapport au plan , par la somme de toutes 
les forces. 

Si Ton veut avoir ensuite la distance de ce 
centre à un plan quelconque , on concevra que 
les forces, sans changer de grandeur, sans cesser 
d'être parallèles et de passer aux mêmes points, 
soient tournées toutes parallèlement à ce nou-* 
veau plan ; et Ton aura pour cette seconde dis- 
tance la somme des nouveaux momens divisée 
par la sonmie de toutes les forces. 

On fera la même opération pour un troisième 
plan, et si l'on mène alors aux trois distances 
trouvées, trois plans respectivement parallèles 
aux trois premiers ^ le centre des forces devant 
se trouver à la fois dans* ces trois plans , sera 
déterminé par leur intersection . 

87. Si toutes les forces étaient égales et de 
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même sens^ l'expression 

Px + PV+P^:c^ + etc. 
p + P' + p'^ + etc. ' 

qui donne la distance du centre à un plan quel- 
conque, deviendrait 

Vx + Par^ + Px'^ + etc. x + x +x'* + etc. 

~"p^p+p+etc. n * 

n étant le nombre des forces parallèles. 

Ainsi la distance du centre au plan serait 
égale à la somme des distances de tous les points 
d'application, divisée par leur nombre , ou, si 
l'on veut y égale à la moyenne distance de tous 
les points d'application; d'où Ton voit que, 
dans le cas où les forces sont égales , le centre 
des forces est un point dont la position ne dé- 
pend plus que de la figure formée par les points 
d'application. 

III. 

De Véquilibre des forces qui agissent dans 
un même plan suwant des directions quel- 
conques. 

Fig. 32. 88, Soient ?', P", P^^ etc. (fig. 52) les diôe- 
rentes forces situées d'une manière quelconque 
dans un même plan. D'un point quelconque A 
pris dans ce plan, abaissons sur leui*s direc- 
tions respectives des perpendiculaires AB, AC^ 
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AD, etc. ^ qui les rencontrent en B, G^ D^etc; 
et nommons p'^ p'y p"\ etc. ^ ces perpendicu- 
laires. 

U est clair que la force P' pourra se décom- 
poser en une autre égale, parallèle et de même 
sens appliquée en Â , et en un couple dont le 
moment sei;^«P^xAB, ou Yp\ De même la 
force P'' se décomposera en une autre égale et 
parallèle et de même sens appliquée en A, et 
en un couple dont le moment sera P'^x AC, 
ou ^.p'^ y et ainsi de auite pour toutes les autres 
forces P''', etc. ^ 

Or, pour qu'il y ait équilibre , il faut que la 
résultante de toutes les forces appliquées en A 
soit nulle d'elle-même , et que le moment résul- 
tant de tous les momens Py, Py, P'V, etc., 
soit aussi nul de lui-même. 
. Cette dernière condition est très facile à ex- 
primer, car tous les couples étant dans un 
même plan , le couple résultant est égal à la 
somme des couples composans , et l'on a sur- 
le-champ 

py + py 4. p^y 4. etc. = o. 

Pour exprimer Tautre condition, imaginonis 
qu'on décompose les forces P', P*, P"', etc. , ap- 
pliquées en A , chacune en deux autres suivant 
deux lignes quelconques AX, AY qui se cou- 
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petit en A dans ie plan des forces. Nommons 
X' et Y^ les deux composantes de P' suivant les 
axes respectifs AX, AY : de même, X", Y", 
X'", Y''', etc- ; les composantes analogues des 
autres forces F', P'", etc. > suivant les mêmes 
axeSi Toutes les forces X', X", X'", etc., étant 
dans une même droite AX, se ctt]:^>oseront en 
une seule X=s X' -fX'' H- X'^' 4-etc. ; de 
même les forces Y', Y", Y''', etc. , se compose* 
seront en une seule Y= Y'+Y^H-Y^'+etc, 
et ces deux résultantes partielles se compose- 
ront en une seule R qui sera la résultante gé- 
nérale. Il faudra donc pour l'équilibre qu'on 
ait R=5o. Mais les deux forces X et Y agissant 
suivant deux lignés qui se coupent, ne peuvent 
donner une résultante nulle , à moins qu'elles 
ne soient nulles elles-mêmes , chacune en par- 
ticulier (^37). Et par conséquent la condition 
R:i=o exige ces deux équations : X=o, Yc=o, 
cest-à-dire 

X'+X" + X'"4-etc. =0, 
Y' j-Y"-l-Y''^-l-etc. = o. 


Y' + Y" + Y''^ + etc. = 


Les forces P', P", P''', etc., appliquées au 
point A étant parfaitement égales et parallèles 
aux forces primitives appliquées dans le plan , 
il est clair que les composantes X', Y', X'', Y", 
X'", Y'", etc. , sont , pour la quantité , parfais 
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tement les mêmes que si l'on avait décomposé 
les forces primitives P^, P", P'", etc. , chacune 
en son lieu. Et par conséquent les conditions 
de l'équilibre entre tant de forces que Ton vou- 
dra, situées dans un même plan, sont : 

I®. Que la somme des forces décomposées 
parallèlement à deux axes qui se coupent dans 
le plan soit nulle par rapport à chacun de ces 
axes; 

Q?. Que la somme des momens des forces par 
rapport à un point quelconque du plan soit 
nulle d'elle-même. 

89. Si l'on trouvait que la dernière condi- 
tion a lieu par rapport à un certain point 
connu , et que les deux autres ont aussi lieu 
par rapport aux directions de deux axes connus 
qu'on peut toujours supposer menés par ce 
point, il y aurait équilibre dans le système; 
et, puisqu'il y aurait équilibre, les mêmes con- 
ditions auraient lieu par rapport à tous les 
points et à tous les axes possibles , pris dans le 
plan des forces. 

Corollaire. 

90. Si les forces P', P^, P'^', ne sont pas en 
équilibre entre elles , mais qu'elles soient sus- 
ceptibles de se réduire à une seule R, de sorte 


\ 
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que — R soit une force capable de les tenir en 
Àjuilibre , l'ëquation des momens aura lieu en 
y introduisant la force — R. Donc^ en dési- 
gnant par r la distance de cette force au point A^ 
on aura Téquation 

— Rr+Py+Fy'+Py + etc. = o, 

ou 

Rr= Py + Vy + T'Y' + etc. ; 

c'est-à-dit-e que le moment de la résultante y 
par rapport à un point quelconque du plan des 
forces y est égal à la somme des momens des 
composantes' par rapport au même point. Ce 
qui donne le théorème connu des momens. 

Si le point ^ par rapport auquel on prend les 
momens y et qu'on nomme ordinairement le 
centre des momens ^ tombait sur la direction 
même de la résultante R , la perpendiculaire r 
serait nulle; par conséquent le moment Rr 
serait nul aussi , et l'on aurait 

o = V'p' + Py -H P'V' + etc. 

Ce qui nous fait voir que, par rapport à un 
point quelconque de la direction de la résul" 
tante^ la somme des momens de tant de forces 
que Von voudra situées dans un même plan ^ est 
toujours égale à zéro. 
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91. Dans l'équation 

py + Fy + ?"'p"' + etc. =: o , 

qui exprime la seconde condition générale de 
l'équilibre , il faudra distinguer les momens des 
couples qui agissent dans un sens^ d'avec les 
> momens de ceux qui agissent dans le sens con- 
traire, et leur donner des signes différens. 
Mais pour plus de clarté et d^ précision , nous 
allons reproduire cette équation sous une autre 
forme. 

Manière plus simple de présenter les conditions 

précédentes. 

92. Soient B', B", B^", etc. (fig. 33), les points Fig. 33. 
où les forces P', P", V", etc. , sont immédia- 
tement appliquées dans le plan. Soient x^ etjr' 

les deux coordonnées AG^ et G'B' du point B', . 
par rapport aux deux axes quelconques AX ^ 
AY; ûc^' et y les deux coordonnées analogues 
du point B^', et ainsi de suite. Supposons que 
l'on décompose d'abord toutes les forces P', 
V',!?'", etc., parallèlement aux deux axes AX^ 
AYj et nommant, comme plus haut, X' et Y' 
les deux composantes de P'; X" et Y" les deux 
eomposantes de P'^ etc., ne considérons plus. 
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au lieu des forces données P', P", P''', etc., 

que les deux groupes X', X", X''', etc.. Y', Y", 

Y%etc. 

D'abord les forces parallèles X', X", X'", etc., 
étant transportées parallèlement à elles-mêmes 
dans Taxe AX, s'y composeront en une seule 
égale à leur somme. Les forces parallèles Y', 
Y'', Y% etc. , étant transportées de même dans 
Taxe AY, s'y composeront aussi en une seul^ '< 
égale à leur somme. 

Ces deux résultantes partielles se compose- 
ront en une seule appliquée en A ^ et par la 
première condition générale de l'équilibre, qui 
veut que cette résultante soit nulle , on aura , 
comme ci*dessus, les deux équations : 

X' + X''-f.X"H-etc. = o, 
Y'+Y'' + Y'" + etc, = o. 

Il faut exprimer ensuite que la somme des 
niomens des couples formés par toutes ces forces 
à l'égard du point A est nulle d'elle-même* 
Mais en observant que Taxe AX fait avec les di- 
rections des forces Y', Y", etc., des angles égaux 
entre eux et à ceux que l'axe AY forme avec 
les directions des forces X', X", etc., on voit 
sur-le-champ qu'on peut prendre les produits 
Xy , Xy, etc. , Y V, Y V^ etc. , pour mo- 
mens, dans la mesure relative des différens 
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couples. Donc, puisque leur somme doit être 
nulle, ot^ aura Téquatioa 

Xy+Xy+etc. +YV+ YV'H-etc. ==o. 
Cette équation remplace la précédente (91) 
P>' + Py + ^'"p"' + etc. = ; 


/ 


mais^ au lieu des perpendiculaires/?',/)",/?''', etc., 
qu'il faut abaisser du point A sur les directions 
respectives des forces, elle contient les coor- 
données des points où les forces sont inimé-» 
dia tendent appliquées dans le plan. Elle a de 
plus cet avantage , que les termes Xy, X'^' 
Y'œ'y etc. , prendront d eux-mêmes les signes 
qui conviennent aux sens respectifs des couples 
dont ils représentent les momens , si l'on a soin 
de donner aux forces et aux coordonnées des 
signes convenables. 

On pouiTa prendre, comme en Géométrie, 
les abscisses x' j x' y etc. , positives à la droite 
de l'origine , et par conséquent négatives à la 
gauche ; le^ ordonnées 7^, /', etc., positives 
au-dessus de Taxe des abscisses , et par consé- 
quent négatives au-dessous. 

Quant aux forces , ii est cl ai r que , dans chaque 
groupe , il faudra donner des signes contraires 
à celles qui agissent en sens contraires. 

Mais en œnsidérant dans le premier groupe 
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une force telle que X" qui tire à droite de Taxe 
AY^ et dans le second » une force telle que Y'^ 
qui tire au-dessous de Taxe AX , il est £icile de 
yoir que ces deux forces donnent à Fégard du 
point A des couples de même sens , lorsque 
leurs coordonnées AH" et A G' ou^' et x' sont 
de même signe. Donc^ il faudra que les forces 
du premier groupe qui tirent adroite de l'axe 
des ordonnées y aient le même signe que les 
forces du second qui tirent au-dessous de Taxe 
des abscisses; donc, si Ton regarde les pre- 
mières comme positives , on regardera aussi les 
secondes comme positives ; et de cette ma- 
nière , tous les momens écrits sous le même 
signe dans l'équation précédente prendront des 
signes relatifs aux sens des couples. * 

95. Mais si dans le premier groupe X', X% 
X'", etc. , regardant toujours comme positives 
les forces qui tirent à droite de Taxe des ordon- 
nées^ ou qui tendent à augmenter les abscisses 
de leurs points d'application , on voulait , pour 
la symétrie, regarder aussi comme positives 
dans le second groupe Y', Y", Y"', etc. , les 
forces qui tirent au-dessus de Taxe des abs- 
cisses , ou qui tendent à augmenter les ordon- 
nées de leurs points d'application , il faudrait 
alors donner un signe contraire à toute la partie 
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des momens relatifs à ce groupe. £t Téquation 
précédente se mettrait sous cette forme : 

Xy + Xy +etc. — Y'o:'— Y V— etc. =o. 

Nous retiendrons désormais cette expression, 
de préférence à la première , parce que, dans 
les deux groupes, les forces positives seront 
celles qui tendent à augmenter les coordonnées 
de leurs points d'application , et les forces né- 
gatives , celles qui tendent à diminuer les 
mêmes coordonnées. 

Corollaire I. 

94. SI les deux axes AX , AY (fig. 34) étaient Fig. 34, 
l\ angle droit, les abscisses et les ordonnées 

elles-mêmes deviendraient les bras de levier 
des couples, et les momens Xy, etc., \'x\ etc., 
donneraient la mesure absolue de leurs efforts. 
De plus, en nommant a! l'angle que fait la di- 
rection de la force P' avec l'axe des abscisses , 
on aurait , pour la composante X' parallèle à 
cet axe, P' cos a'. On aurait, pour l'autre com- 
posante Y', P' sin aJ. 

En nommant de même a'' l'angle de la di- 
rection de la force P" avec l'axe des abscisses , 
on aurait X"=P"cos a!', Y'^=P" sin a\ et ainsi 
de suite ; et les équations précédentes devien- 
draient ' 

8 
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P'cosy + P"cosa''-|-P'''costf '"+ etc. = o , 
P' sîn a^ + P" sin a" + P'" sin a'"'4- etc. = o / 

Y\y cos tf' —ùc' sîn a') + P"( /cos ^'— a? sin a') 
+ P'"Cr'" cos <' — •^'" sin a'") + etc. = p. 

Dans ces équations 'on n'aurait pas besoin de 
fatre attention aux signes des forces , mais seu- 
lement à ceux des abscisses et des ordonnées. 
On regarderait toutes les forces P", P", P'",étc., 
comme essentiellement positives : les signes des 
sinus et des cosinus donneraient les signes rela- 
tifs des composantes P'cosce^, etc., P' sin a', etc., 
comme cela est facile à observer, si l'on veut 
se donner la peine de faire parcourir une cir- 
conférence entièrç à la direction d'une force 
telle que P', autour de son point d'applica- 
tion B'. 

Remarque. 


I ■ I 


C'est de cette manière que l'on donne ordi- 
nairement les équations de l'équilibre pour des 
forces quelconques situées dans un même plan. 
Ces équations renferment, sous l'expression la 
plus simple, les premières données de la ques- 
tion, savoir : les quantités des forces, leurs 
directions, parles angles qu'elles font avec une 
drqite fixe de position , et leurs points immé- 
diats d'application , par leurs coordonnées reo- 
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tàngles* Nous aurions donc pu les présenter les 
premières^ et même nous abstenir de consi- 
dérer le^ autres par rapport à des axes obliques; 
mais comme on les démontre quelquefois par 
cette considération que les deux groupes de 
forces sont rectangulaires entre eux, nous 
avons été bien aise de faire voir qu'elles ne 
sont qu'un cas particuKer de celles qu'on trouve 
par rapport à des axes obliques quelconques , 
et que la rectangularité des forces n'y entre 
pour rien. Nous reviendrons encore sur cette 
remarque. 

Corollaire II. 

g5. Supposons qu'il ny ait point équilibre 
entre les forces P', P", P'", etc., et que ces 
forces soient susceptibles de se réduire à une 
seule R, qui sera leur résultante. 

A lors les trois équations de l'équilibre au- 
ront lieu en y introduisant la force — R. 

Soit donc et l'angle que fait la direction de 
cette force avec l'axe des abscisses ixely les 
deux coordonnées d'un ^oint quelconque de 
cette direction. 

En faisant, pour abréger, 

Fcosa' + P"cos«f'H-P'"cosa"'+etc.= X, 
P'sin ct'+P" sina''-l-P"'sina'"+ etc.= Y, 

S.. 
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ctF(ycosa— x'8ina')4-FCr'cosa"— x"sin«f) 
-f.P"'(^'» cosa'"— x'» sin et'") -f- etc. =G ', 

I 

on aura d abord 

X— Rcosa = o, Y — Rsinâtso^ 
d'où l'on tirera , à cause de sin* et + cos* jS = i , 


R=\/X* + Y% 


cosa=:— :==i, sin a 


ce qui fera connaître la quantité de la résul- 
tante^ et l'angle d que sa direction fait avec 
l'axe des abscisses. 
On aura ensuite 

G — ^{j cos et — a: sin a) = o ; 

ou bien y en mettant pour Rcos ol et Rsin a, 
leurs valeurs X et Y, 

G — ILy + Y^ -=1 G. 

Comme on n'a qu'une équation pour déter- 
miner les deux coordonnées x et y^ on sera 
maître de preftdre Tune ou l'autre à volonté. 
Supposant, par exemple, tr=o, auquel cas on 
demande le point où la résultante coupe l'axe « 

des j^ on aura 

G 
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Si Fon suppose 7*= O9 auquel cas on cherche 
là distance x du point où la direction de la ré- 
sultante coupe l'axe des abscisses ^ on aura -. 

« 

_ G 

On aura donc tout ce qu'il faudra pour déter- 
miner la quantité et la position de la résultante 
de tant de forces que l'on voudra , situées dans 
un même plan. 

Si Ton n'a trouvé qu'une seule équation pour 
les deux coordonnées x ^\y du point d'applî^ 
cation de la résultante , c'est que , cette résul- 
tante pouvant être appliquée à l'un quelconque 
des points de sa direction, il est impossible 
que le calcul donne l'un de ces points plutôt 
que l'autre. Il ne peut donc donner que leur 
lieu géométrique; et l'équation précédente 

est , à proprement parler, l'équation de la di- 
rection de la résultante. 

Remarque.. 

96. Dans les trois questions I, II, III, que 
nous venons d^ traiter ci -dessus, toutes les 
forces étant ramenées à une seule R et à un 
seul couple (S,— S), il y aura toujours une 
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résoltante unique /si la force R n'est pas nulle. 
Car, la force R et le couple (S^t-^S) seront 
toujours dans un même plan ou dans des; plans 
parallèles^ et par conséquent (71) se compo- 
seront toujours eh une seule force. Ainsi, la 
seule condition nécessaire pour que des forces 
parallèles ou des forces situées dans un même 
plan aient une résultante unique, est que la 
résultante de ces forces transportées parallèle- 
ment à elles-mêmes en un point quelconque 
ne soit pas nulle. 

Si cette résultante est nulle , alors toutes les 
forces du système seront ramenées à un couple 
dont on connaîtra le plan et la grandeur, et ' 
Ton ne pourra leur faire équilibre qu^au moyen 
d'un couple équivalent et de sens, inverse , si- 
tué dans le même plan ou dans tout autre plan 
parallèle. 

Passons maintenant au cas le plus général. 

IV. 

Des conditions de V équilibre entre tant de forces 
que Von voudra^ dirigées dune manière quel- 
conque dans Vespace. 

Fig. 35. 97- Soient F, P'', P"^, etc. (fig. 35), les diffé- 
rentes forces. D'un point A pris arbitrairement 
dans l'espace, menons trois aixes quelconques 
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AX, AY^ AZ qui neisoient pas dans un même 
|)lan, et décomposons chaque force en trois 
autres jespectivement parallèles à ces axes« <, 
■ . NommonjS X', Y', TJ les trois^ compQsautes 
de FjX", Y", Z'^ les trois composantes de P%- 
et ainsi de suite. Nous aurons alors^ au lieu des 
forées P', P-', P% etcw appliquées au sjstèine, 
trois groupes de forces parallèles : le premier, 
composé des forces X',:!î^', ^X'^V^^c., parallèli^s 
àlaxe AX; le second, composé des forcés. Y'> 
Y", Y'", etc. , parallèles à Taxe AY; et le troi- 
sième, composé des forces Z% Tl*j 7J^\ etc., 
parallèles à l'axe AZ. 

Cela posé : si Ton transporte toutes ces forces 
parallèlement à elles-mêmes au point A, celles 
du premier gi^upe iront se réunir dans Taxe 
AX, et s y composeront en une seule X égaile à 
leur .somme ; celles du second iront ide même 
se réunir dans l'axe AY,.et s'y composeront eo 
line seule Y égale à leur somme; en fîn, , celli^s 
du troisième se réuniront dans l'axe AZ, et ^'jf 
composeront en une seule Zégaleà leur somipe^ 
Maintenant ces trois résultantes partielles :X , 
Y, Z se composeront en )une seule R appliquée 
en A, et représentée par la diagonale du paral^ 
léiépipède construit sur les trois lignes qui re- 
présenteraientt ces forces en grandeur et. en 
direction. > * 
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Or, par la première condition générale de 
l'équilibre , il faut que cette résultante soit 
nulle d'elle-même. Mais les trois forces X, Y, Z^ 
agissant suivant des lignes qui ne sont pas dans 
un même plan, ne peuvent jamais donner une 
r&ultante nulle , à moins qu'elles ne soient 
nulles chacune en particulier (42) ; et par con- 
séquent la condition R=o exige ces trois équa- 
tions particulières , X = o, Y=o, Z = o, 
c'est-à-dire 

X' 4. X'' -t- X''' -t- etc. = G, 
Y'+Y''+Y"'+etc. = o, 
• Z' + Z'' + Z''' + etc. = G. 

Ce qui nous apprend que pour l'équilibre 
de tant de forces que l'on voudra , appliquées 
d'une manière quelconque à un corps ou sys- 
tème de figure invariable, il faut d'abord ces 
trois conditions particulières : que la somme 
des forces décomposées parallèlement à trois 
axes quelconques soit nulle par rapport à 
chacun de ces axes. 

Par la seconde condition générale de l'équi- 
libre, il faut que le couple résultant de tous 
les couples formés par' les forces à l'égard du 
point A , soit aussi nul de lui-même. Dévelop- 
pons maintenant cette seconde condition. 

Soit B' le point d'application de la force P', 
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et par conséquent le point d'application des 
trois composantes X', \% TJ\ nommons oc\y\^ 
ses trois cooixionnées AC , CH , HB', par rap- 
port aux trois axes AX, AY, AZ. Nommons 
de même a:", /•", z" les trois coordonnées du 
point d'application B" des trois composantes 
X'^Y", Z"; et ainsi de suite. 

Considérant d'abord le groupe des forces Z', 
Z", Z'", etc. , je remarque que la force TI appli- 
quée en B', a produit un couple (Z', — TI) appli- 
qué sur AB', ou bien (en concevant la force Z' 
appliquée au point H* où sa direction rencontre 
le plan YAX) a produit un couple (Z', — TI) 
appliqué sur la diagonale AH d'un parallélo- 
gramme ACHD, dont les deux côtés AC, AD 
sont égaux aux coordonnées x' et y. Or^ ce 
couple peut se décomposer en deux autres com- 
posés de forces égales et parallèles aux pre- 
mières, mais appliqués sur les deux côtés AC, 
AD ou oc\ y\ dans les plans respectifs XAZ, 
YAZ (Sy). 

Si Ton fait la même décomposition de tous 
les couples provenant du groupe Z',Z",Z'", etc., 
dans les deux plans parallèles à ce groupe, et 
les décompositions semblables de tous ceux qui 
proviennent des deux autres groupes, par rap- 
port aux deux plans analogues , il est manifeste 
que tons les couples du système seront réduits 
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à d'autres, situés dans les trois plans coor- 
donnés. 

Or, dans chaque plan , les couples se rédui- 
ront à un seul, égal à leur somme. Ces trois 
couples résultans partiels se composeront en un 
seul qui sera le couple résultant général , €t 
qui devra être nul pour l'équilibre. Mais ces 
trois couples étant situés dans trois plans qui 
forment un angle solide , ne peuvent jamais 
donner un couple résultant nul , à moins qu'ils 
ne soient nuls chacun en particulier(65);donc,> 
pour chacun des trois plans , la somme des mo- 
mens des couples doit être nulle d'elle-mènœ. 

Mais, dans le plan YAZ, on trouvera d'abord 
les couples ' 

(Z',-Z'), (Z',_Z'), CZ-,-Z'", etc., 
appliqués sur les lignes respectives 

y, y, y, etc.;. 

ensuite , les couples 

(Y',-YO, (Y",-Y'0, (Y"',-Y"'), etc., 
appliqués sur les lignes respectives 

z', z'^, A etc.. 

Et comme l'axe AY fait , avec les directions 
des forces Z', Z'', Z'", etc. , des angles égaux 
entre eux et à ceux que forme Taxe A Z avec les 
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directions des forces Y', Y'', Y'", etc. , on pourra 
prendre les produits TJy\ etc., YV, etc. , pour 
momens, dans la mesure relative des couples 
siiuës dans le plan YAZ. Donc, puisque leur 
somme doit être nulle, on aura (gS) 

YV+YV+etc— Zy — Zy— etc.= o. 

On trouvera de même, pour les deux autres 
plans, 

Z V + Z V + etc. — X'^'— X V— etc. = a, 
Xy+Xy + etc— YV— YV— etc. = o ; 

ce qui nous fait voir que pour Téquilibre du 
système , outre les trois équations trouvées ci- 
dessus , il nous en faut encore trois autres qui 
expriment que la somme des produits des com- 
posantes parallèles au plan de deux axes^ par 
leurs coordonnées relatwes au troisième axe, 
doit être nulle d'elle-même pour chacun des 
trois plans. 

98. Dans les équations précédentes, on pren- 
dra les signes des coordonnées » comme en Géo- 
métrie , positives dans un même coin XA YZ , 
et négatives dans le coin opposé. 

Parmi les forces, on regardera , dans chaque 
groupe , comme positives celles qui tendent à 
augmenter les coordonnées de leurs points d'ap- 
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plication ; comme négatives^ celles qui tendeat 

à les diminuer (gS). 

Remarque. 

99. Si Ton trouvait que les six équations 
précédentes ont lieu par rapport à trois axes 
particuliers non situés dans le même plan, il 
y aurait équilibre dans le système, et par con- 
séquent les mêmes équations auraient lieu par 
rapport à tous les axes possibles. 

Corollaire I. 

100. Si les trois axes AX, AY, AZ étaient 

t ^ 

rectangulaires entre eux , les coordonnées de- 
viendraient les bras de levier des couples, et 
les produits Z'j', Y'x'y H'z', etc. , etc., les ex- 
pressions absolues de leurs momens. 

De plus, en nommant a', (?\y' les trois 
angles que la direction de la force P' fait avec 
les trois axes respectifs AX, A Y, AZ, ou plu- 
tôt avec trois parallèles à ces axes, on aurait 
pour les trois composantes de P' (45) , 

X'=Fcosa', Y'=Fcos/3', Z^==l?'cosy\ 

En nommant de même a", ^", y", etc. , les an-^ 
gles analogues des directions des forces P", etc*^^ 
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avec les mêmes axes , on aurait 

X'=P"cosa% Y"=P"cosj8% Z"=P'cos/,çtc,, 

et les équations précédentes deviendraient 

Fcosa' + F'cosa"+P'''cosa'''+etc.=o, 
P' cos jS' +P"cos jS" + P'^'cos j8'"+ etc. == o , 
P'cos>' +P''cosy'+P'"cosy"+etc. = o , 

P'(z'cosi8'— .j'cos^O+PV'cos/S''— y'cos>") 
+P'"(s'"cos/3"'— y cosj '") +etc. = o, 

P'(a:'cosy— z'cosaO + P"(a:"cosy'— is"cosa'0 
+P'V"cosy"— z'"cosO+ etc. = o , 

F(j'cosa'-^a:'cos j8';+P"(y'cos a"— a:"cosi8") 
+P'"(/"cosa'"— a:'"cosi8''') + etc. = o. 

Remarque, 

loi . C'est sous cette forme que l'on présente 
ordinairement les six équations de l'équilibre. 
Elles renferment d'une manière très simple les 
quantités des forces P', P", 1?"\ etc., leurs points 
d'application , au moyen de leurs coordonnées 
rectangles par rapport à trois axes , et leurs di- 
rections , parles cosinus des angles qu'elles font 
avec ces axes. 

Gomme on a coutume d'attribuer aux forces 
rectangulaires une certaine indépendance d'ef- 
fets, qui ne leur appartient pas plus qu'à celles 
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qui agissent sous un angle quelconque^ pourvu 
qu'il ne soit pas nul , il est bon de remarquer 
que les équations d'équilibre par rapport à des 
axes rectangulaires , ne sont qu'une simple con«^ 
séquence de celles quW trouve par rapport à 
des axes obliques quelconques, et que par con- 
séquent le principe de l'indépendance entre 
les effets des forces rectangulaires ne doit en- 
trer pour rien dans leur démonstration. 

Observons d'ailleurs que d'après ce principe 
un peu vague, on pourrait être conduit par 
un raisonnement très simple à une erreur très 
grossière : car en considérant , par exemple^ 
deux groupes de forces rectangulaires , situés 
dans un même plan , si l'on suppose qu'il y a 
indépendance entre les effets de ces deux grou- 
pes, on en conclura que lorsque leur système 
est en équilibre , chaque groupe doit être en 
équilibre de lui-même , ce qui n'est pas vrai. 

Et il en est de même dans le cas de trois 
groupes de forces, rectangulaires dans l'espace, 
dont le système peut être en équilibre , sans 
qti'il y ait équilibre en particulier dans chaque 
groupe > et même dans aucun d'eux. 

Il faudrait donc , dans ces deux cas , ne faire 
de ce principe qu'un usage restreint , et ne con- 
sidérer l'indépendance des effets que relati-^ 
vement aux mouvemens de translation que lef 
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forces peuvent (laoner au système ; ou bien il 
. fâudpa avoii: soin de ne l'appliquer qu'au cas 
de deux groupes 9 l'un composé de forces per- 
pendiculaires à un même plan^ et l'autre ^ de - 
forces quelconques situées dans ce i3lan , auquel 
cas l'indépendance des effets a lieu d'une ma- 
nière absolue. Mais, comme cette indépen- 
dance aurait lieu tout de méme^ si le premier 
groupe tombait sur le plan du second sous un 
autre angle quelconque, pourvu qu'il ne fût 
•pas nul, il. s'ensuit qu'elle n'a pas lieu, parce ^ 
que les groupes font un angle droit , mais seur- 
feiperlt parce qu'ils font un angle* Ainsi, dans 
tou$ les cas, le raisonnement qui prouve le 
principe en question étant foridé sur ce que les 
forces font un angle droit, tombe de lui-même, 
parce qu'il n'est fondé sur rien. . 

Corollaire IL 

Ï02. On peut donner aux trois dernières 
équations de l'équilibre une forme plus simple, 
en y introduisant, à la place des coordonnées 
des points d'application , les plus courtes dis- 
tances^ des directions des forces aux trois, axes 
rectangulaires. •' 

' En *ffét/dans la première éijuation, à la 
place du térine P'(z' cas &' — y cos>'), qui ex- 
prime la somme des momens des deux forces 
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P' cos /3', P' cos y, par rapport air point où 
leur plan irait couper Taxe des Xj on peut en 
substituer un autre qui exprime le moment de 
leur résultante par rapport au même point (90). 

Les deux forces P'cos j8', P' cos y, étant rec- 
tangulaires entre elles, on a pour le carré de 
leur résultante , P'* cos*j8' + P'* cos* y\ ou • . . 
,P'*(cos'j8'+ cos*}/') ; ou bien (à cause de 
cos*a'+ cos*/S'+ cos*>'= 1), P'*(i — cosV), 
c'est-à-dire P'*sin*a'. 

La résultante est donc P' sin d. La distance • 
de cette résultante à l'axe des x étant nommée/?'^ 
on aura pour son moment, Yp sin a', qui 
remplace le terme P'(z' cos /3' — y^ cos 5^') ; on 
aura de même P"p" sin a'', etc. , à la place des 
termes suivans de la première équation , en dé- 
signant par p^ y etc. , les distances respectives 
des résultantes analogues à la première , par 
rapport à Taxe des x. 

La première équation sera donc mise sous 
cette forme : 

Yp' sin a'+Pysina"+P>'"sina'''+etc — o. 

Or, il est visible que pj p^\ /?'", etc., ne sont 
autre chose que les plus courtes distances des 
forces P', P'', P'", etc., à l'axe des x) caria force 
P' sin a', qui est située dans un plan perpendi- 
culaire à cet axe , étant composée avec la force 
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V cos a', perpendiculaire au même plan , de- 
vrait donner pour résultante la force P' qui est, 
dans Tespace. La force P'sin af, n'est donc autre 
chose que la projection de la force P' sur un 
plan perpendiculaire à l'axe des x, ei par con- 
séquent la plus courte distance /?' de cette pro- 
jection à l'axe des x n'est autre chose que la 
plus courte distance deia fordé F' au même axe. 
Si l'on désigne par q% j", q'", etc., et par 
r', r", r^", etc. , les plus courtes distances des 
forces P', P'', P'", etc. , aux axes respectif desj^ 
et des z , on trouvera de même pour les deux 
autres équations > 

P Ysin i8'4-P Y'sm iS''+ 1?'^ sin fi'"+ etc.= o, 
PVsiny+PVsin>"+P'V"siny''4-etc. =0. 

io3. La projection d'une force sur un plan ^, 
multipliée par sa distance à un axe perpendi- 
culaire au plan , est ce que l'on nomme ordi- 
nairement le moment de la force par rapport à 
l'axe; et de cette manière on énonce ainsi les 
trois équations précédentes de l'équilibre : 

La somme des momens des forces doit être 
nuUepar rapport à chacun des trois axes^ dans 
le cas de Véquilihre. 

Corollaire III. 

io4« Si y dans les six équations de 1 équilibre 
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on vent supposer qne les forces P', P", P'^', etc. 
sont toutes parallèles , on tontes sîtnées dans 
nn même plan , etc. , etc. » et qu'on mette à la 
place des coordonnées x% jr', z', etc. , et des 
angles a% j8', y, etc. , les valeurs qui convien- 
nent à ces suppositions 9 on retombera sur les 
équations d'équiKbre précédemment trouvées 
poor ces différens cas^ et l'on en tirera les 
mêmes conséquences. 

io5. Si l'on suppose 9 par exemjde, que les 
directions des forces P', P'', 1?"\ etc. , coucou- 
rent toutes au même point ^ et qu'on ait pris ce 
point pour l'origine des coordonnées , les cosi- 
nus des angles et', ^\y\ etc., seront proportion- 
nels aux coordonnées respectives o/,^', z', etc., 
des points d'application \ de sorte que l'on aura : 

x'\f :: cosûc' : cos/3', x': z' :: cosa': cosy,etc., 

ou y cos a! — x' cos j8' = o , 

x' cos y' — z' cos a' = o , 
•etc. 

Les trois dernières équations de l'équilibre- dis- 
piuraitront donc d'elles-mêmes , et l'on n'aura 
plus que les trois premières, qui nous font voir 
que pour Véquilibre dun système de forces 
dont les directions concourent toutes vers un 
même point ^ il est nécessaire et il suffit que 
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là somme des forces décomposées suivant trois 
cuves soit égale à zéro par rapport à chacun 
de ces àjoes; et c'est ce que Ton savait d'ailleurs 
imisfediatement. 

Si l'on suppose que les forces?^, P", F", elc, 
ne forment ensemble que des couples ; comnïe 
alors cii^qùe force P', inclinée sur l^axd des x 
d'un certain angle a/^ aura dans le système soti 
égale , mais inclinée au mémie axe de fatiglë 
200° +• a\ il n'y aura pas de terme P' cas ^ 
qui ne trouve son égal et contraire dans la 
premièrç équation de l'équilibre : et la même 
chose aura lieu pour les deux autres. Ainsi les 
trois premières équations disparaîtront d'elles- 
mêmes^ et l'on n'aura plus quef les trois der- 
nières ; d'où il résulte que, pour F équilibre de 
tant de couples qu'on voudra appliqués sur Un 
corps y il esi nécessaire et il suffit que la somme 
de ces couples décomposés perpendiculairement 
à trois accès ^ soit égale à zéro par rapport q. 
chacun de ces axes : ce qui était d'aiUeurs aussi 
clair que la proposition précédente. 

Corollaire If^. 

Recherche de Ut résultante de toutes les 
forces V ^ Y'y^'"^ etc. ^ lorsque ces forces ne 
sont pas en équilibre^ et qu'elles sont suscep- 
tibles de se réduire à une seule. 




i32 ÉLÉMENS 

^. io6. Supposons qu'il n'y ait point équilibre 
entre les forces P', F', P''', etc. ; et soit , s'il est 
possible, la force — R capable de leur faire 
équilibre , et par conséquent R leur résultante. 

Les six équations précédentes devront avoir 
lieu en y Êûsant entrer la force — R. 

Soient donc a, fi^ y les trois angles que 
forme la direction de la résultante avec les trois 
axes coordonnés. En faisant, pour abréger, 

Fcosa'4-F'cosa"4-P"'cosa'''+etc. = X, 
P' cos /S' rf-I^'cos i8'''+ P''' cos fi'" + etc. = Y , 
Fcosy +F'cosy' 4- P"'cosy'' + etc. = Z, 

on aura d'abord ces trois équations : 

X— Rcosflt=o, Y — Rcosj8=o, Z — ^Rcos>=o; 

d'où Ton tirera ( en observant que cos* a 
-f-cos* j84-cos*^ = i) , 


R=V/X* + Y* + Z* , 

pour la quantité de la résultante. On aura en- 
suite y pour les angles a, jS^ y, que sa direction 
fait avec les trois axes , 

X 


cos a 


cos B = =^ , 

^ (/X* + Y» + Z*' 

Z 

cos y = ■ =r.=r . 

^ V^X* + Y» + Z* 
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En second lieu, nommant Xyj^ z les trois 
coordonnées de l'un quelconque des points de 
cette direction, et faisant, pour abréger, 

F(«' cos j8'— ycos^O-*- P"(a"cos /S"— y cos >") 
-f-P"'(2"'cos jS"'— y"cos7«')4. etc. =L, 

P'(ar'cosy— z'cos «') + I*"(^"cos>'"— z"cos a*) 
-f.P"'(a/"co^"'~z"*^cosa"') 4- etc. = M , 

P'C/cos *'— j:^cos /87+F'0"cosa"— ar''cos iS"). 
+P'"(;''*cos a'"— a/''cos.i8î'';,+ etc. = N». 


ea aura 


L — R|a cos j3 — j*cos >.)= o , . 
M — R (x cos ^ — z cos a) =o, 
N — R(;rcos« — a:cos/3) = o;. 


ou bien,. 


L— Y2 + Z/- = o, 

M— 2Ja: 4" Xz = o > 
N-_;Xy+Ya:=o. 


' <• 


Or, si Ton élimine ^ entre ces trois équations,, 
deux des inconnues Xy y y z^ on arrivera à cette 
équation 

XL4-YM^.ZN = o, 

qui ne contient plus d'inconnue, et qui exprime 
kl relation qui doit avoir lieu entre les résul- 
tantes partielles X , Y, Z , et les trois momens^ 
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résolUDS partiels L, M, N, pour cjue les trois 
équations précédentes puissent subsister k la 
fois, et par conséquent pour que toutes leii forces 
du système puissent avoir une résultante. 

107. Si cçtte équation de condition a lieu, 
les valeurs des trois coordonnées Xy j^ z, se 
présenteront sous la forme àe%, parce que la 
résultante pouvant être appliquée à tel point 
de sa direction qu'on \ç voudra , il est impos- 
sible que le calcul détermine l'un de ces points 
plutôt que tout autre» Il ne peut doncdoâner 
que leur lieu géométrique, et les trois équations 
précédentes ne sont autre chose que les équa- 
tions des trois projection^ de la résultante sur 
les plans coordonnés. Par conséquent , Tune 
de ces équations est une suite nécessaire dés 
deux autres, et Ton n'a, à proprement parler, 
que deux équations entre les trois indétermi- 
nées oc ,jr, z; d'où il suit qu'elles doivent se 
présenter sous la forme de f . 

108. On se donnera donc à volonté Tune de 
ces trois quantités , et Ton déterminera alprs 
les deux autres , au moyen des équations pré- 
cédentes. 

Si Ion suppose, par exemple, a: ==s o , auquel 
cas on demande le point où la direction de la 
résultante traverse le plan vertical YAZ ^ on 
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aura pour les deux coordonnées de ce poipf, 



J' = 

N 
-X' 

a. 

—M 

■"■ X • 

Si l'on 

suppose jr= 

= o, 

, on aura 


JC = 


> 

2 — Y» • 

Sî l'on 

suppose z = 

= 

, on aura 

1 

XSi 

M 

"Z7 

r^ 

— L 

~ 2 • 


C'est-*-à-dire qu'en considérant le point où 
fa direction de ia résultante coupe le plan de 
deax axes y les distances respectives de ce poiiit 
à ces deux axes se trouvent en divisant les 
sommes respectives des momens des forées > 
par rapport à ces axes, par la somme des fbro^ 
estimées suivant le troi^ème. : <- 

On aura donc , d'après ce que nous venons 
de dire, tout ce qu^S faudra pour déterminer 
la quantité de la Résultante et sa position dans 
l'espace 9 si toutes les forces appliquées au sys- 
tème sont susceptibles de «e réduire à une 
seule ) et cela aura touj^ours lieu , si l'équafion 
de condition , XL H- YM + ZN :??: o ; est sa- 
tisËûte ^ pourvu que les trois résultantesi X , 
Y^ Z, ne soient pas nulles à la fois; car, si 
ees trois forces sont nulles, il est clair que lès 
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forces P', V", P*, etc. , seront réduites aux trois 
couples représentés en grandeur par L , M, N; 
lesquels ne peuvent jamais se réduire qu'à un 
autre couple. 

C'est ce que le calcul précédent aurait pu 
aussi nous indiquer, quoique d^une manière un 
peu obscure : et en effet, dans le cas de X, Y, Z 
nulles à la fois, on trouverait , par les équations 
ci-dessus , que les points de rencontre de la ré- 
sultante avec les plans coordonnés sont tous 
trois à une distance infinie de l'origine. Or c'est 
ôe qui ne peut plus s'expliquer en Géométrie; 
eàr, pour imaginer une droite qui rencontre à 
Finfini les trois plans coordonnés , il faudrait 
imaginer une droite qui fût à la fois parallèle à 
trois plans qui ne se coupent qu'en un point, ce 
qui est absurde : d'où Ton voit que l'bypothèse 
d'une résultante unique est alors impossible 

Corollaire V. 
Réduction générale des forces. 

109. Mais dans tous les cas, on peut ré*- 
duire toutes les forces apfJiquées au système, à 
une seule passant par l'origine , et ii un couple 
dont il est facile de déterminer le plan et la 
quantité : réduction qui ne laisse de nuage 
dans aucun cas. 
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En effet ^ on aura pour la résultante R des 
forces transportées à l'origine 

et pour les trois angles cl^ fi, y^ que sa direc-^ 
tion forme avec les trois axes, 

X o Y Z 


cos a 


= g., C0S/3=;^, C0S7=^ 


En second lieu, L, M, N représentant res- 
pectivement les trois couples résultans, situés 
dans les trois plans perpendiculaires aux axes 
des oc^ jr, z, si l'on nomme G le moment du 
couple résultant , bn aura pour sa quantité , 


et pour les angles X^ /jl, v, qu'iyie perpendi* 
culaire au plan de ce couple , ou que.Voûce du' 
couple forme avec les trois axes respectifs des 

^ % L G N 

COSA=g^, COS/t=rjj, cosv==^. 

Corollaire F^I. 

lïo. Si Ton voulait exprimer directement 
que toutes les forces P', P'', P*, etc, , ont une 
résultante unique; d'après ce que nous avons 
vu dans le premier chapitre (n* 7 1 ), il faudrait 
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exprimer que la résultante R et le couple ré- 
sultant sont dans des plans parallèles , ou ^ œ 
qui est la même chose , que Taxe du couple est 
perpendiculaire à la direction de la résultante. 
Or, Affi,y étant les trois angles de la di* 
rection de la force R , ayec les trois axes des 
^fjf^i et Ay fe, y, les angles analogues que 
Taxe du couplé fait avec les mêmes lignes, ou 
sait par la Géométrie (*) que ces deux droites 
seront rectangulaires dans l'espace , si Ton a 

cos a cos A 4" cos /3 cosft -^ cos 7 cos y =0. 

Donc, en mettant à la place des cosinus leurs 
valeurs trouvées ci-dessus , et multipliant toute 
l'équation par RG , on aura 

comme nous l'ayons trouvé plus haut* 

Il faut toujours sous-entendre que la force R 
n'est pas nulle , ou qu'on a 


inégalité qui exige simplement que les trois 
forces X , Y, Z ne soient pas nulles à la fois. 

Ainsi , cette condition que le calcul nous 
avait offerte dans la recherche de la résultante 

(*) Voyez ci-après, n** 11 3. 
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générale , n'est autre chose que l'expression dq 
celle que nous avions .trouvée directement dans 
le premier chapitre, pour que des forces qui 
ne se font pas équilibre puissent toujours se 
composer en une seule. 

Remarque. 

1 11 . Pour exprimer que des forces quelcon- 
ques sont susceptibles de se réduire à une seule^ 
on avait donné ces trois équations déterminées ^ 

X(YV+) ~Y(XV+) = 0,1 
Y (ZV+) ^ Z (XV +) = o,> (A) 

.z(xy+)-x(zy+) = o,) 

qui ne sont pas, comme on voit, celles de la 
direction de la résultante (106), mais où X,Y, Z 
ont les mêmes valeurs, et où je désigne , pour 
abréger, la somme desproduits YV, VVV^tc., 
pàf (YV-f-)î et ainsi des autres. 

Mais ces trois équations sont à la fois insuf- 
fisantes et trop nombreuses ; elles peuvent avoir 
lieu toutes trois, sans qu'il y ait une résul«* 
tante unique , et il peut y avoir une résultante 
unique , sans qu'elles aient lieu toutes trois , ni 
même aucune d'elles. 

Cela parait assez clairement à l'inspection 
même de ces équations comparées à l'équation 
unique que nous venons de donner; mais on 


\ 
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peut encore s'en rendre compte en suivant le 
raisonnement diaprés lequel on les trouvé, et 
en examinant ce qu'elles signifient. 

En effet , après avoir réduit toutes les forces 
appliquées au système à trois groupes de forces 
parallèles aux trois axes coordonnés, et ces 
trois groupes à trois résultantes partielles X, 
Y, Z> parallèles aux mêmes axes, on suppose 
que ces trois forces doivent se rencontrer en 
un même point , pour qu'elles puissent se com- 
poser en une seule ; et pour cela , on exprime 
que les résultantes partielles prises deux à deux 
sont à égales distances du plan qui leur est pa- 
rallèle; ce qui donne les trois équations (A), 
au moyen desqueUes les trois forces doivent 
en effet eoncourir au même point , et par con-^ 
séquent se composer en une seule. 

Mais, d'abord , on omet le cas où les trois 
groupes ne pourraient pas se réduire respecti- 
vement à de simples forces, mais se rédui- 
raient à des couples : alors les trois résultantes 
partielles étant nulles, les trois équations de 
condition seraient satisfaites, et pourtant il 
n'y aurait pas de résultante unique, mais bien 
un couple résultant. Ainsi ces trois équations 
sont insuffisantes. 

D'un autre côté, elles exigent trop; car, en» 
supposant que les trois groupes se réduisent à 
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trois simples forces^ on voit qu'il n'est pas né- 
cessaire , pour qu'elles puissent se composer en 
une. seule ^ qu'elles se rencontrent toutes trois 
en un même point : il suffirait simplement que 
deux d'entre elles se rencontrassent , et que la 
troisième allât rencontrer quelque part la di- 
rection de leur résultante. Mais, ce qui est plus 
remarquable , cela même n'est pas nécessaire ; 
car les trois forces X , Y, Z peuvent se réduire 
a une seule , sans qu'il y ait aucune rencontre 
entre leurs directions dans l'espace : c^est ce 
qu'on a vu directement au n** yS. 

Si l'on voulait voir la même chose par nôtres 
analyse, soit a la plus courte distance de Y 
kZ, b celle de Z à X, et c celle de X à Y ; 
et pour simplifier, prenons l'axe des x suivant 
la droite ^ , et celui des z , suivant la force Z ; 
on trouvera dans cette hypothèse , L = o , 
M= — Xc, et N = X6 — Y a; et l'écpiation de 
condition XL-f-YM-4-ZN=o deviendra 

XYc — XZ6-f-YZ^ = o. 

Or, il est évident qu'on peut trouver trois 
forces X, Y, Z dans une infinité de proportions 
différentes, qui satisfassent à cette équation, 
et qui, par conséquent aient une résultante 
unicpie, quelles que soient les distances mu- 
tuelles a, b,c de leurs directions dans l'espace. 
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Et comme on n'a qu'une seule équation , ou 
voit même qu'on peut se donner à volonté deux 
de ces forces, et déterminer ensuite la troi- 
sième en conséquence de cette équation. 

Qu'on suppose , par exemple , les deux forces 
X et Z représentées par les lignes a et c ; on 
trouvera que la troisième force Y doit être re- 
présentée par la moitié de b. Ainsi, voilà trois 
forces, entre autres, qui sont situées en trois 
arêtes , deux à- deux non parallèles et non con- 
tiguës, d'un même rhomboïde rectangle, et 
qui pourtant ont une résultante unique : et il 
est même aisé de voir que cette résultante passe 
au milieu de la plus courte distance b qui sé- 
pare les forces X et Z proportionnelles aux 
lignes net c. 

On peut faire une foule d'aulres exemples ; 
il suffit de ne pas se donner deux forces dans le 
rapport particulier qui, d'après l'équation pré- 
cédente , rendrait la troisième force infinie. 

Au reste , ce qu'on vient de dire pour trois 
forces rectangulaires dans l'espace, s'applique- 
rait de même à trois forces parallèles à trois 
axes obliques quelconques; car, relativement à 
ces axes obliques, si l'on cherchait par la même 
analyse qu'au n* io6, la condition générale 
d'une résultante unique, on trouverait une 
équation toute semblable à la précédente , et 
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qui 9 pour le cas de nos trois forces 5 donnerait 
^^ement XYe — X2^-f-YZa=o; d'où Ton 
tirerait les mètnes conséquences : en observant 
que y dans cette équation, a, b, c ne représen- 
tent plus les distances mutuelles des trois forces 
obliques X, Y, Z, mais trois lignes dont cha- 
cune va de l'une à l'autre force parallèlement à 
la troisième. 

Si des trois lignes a,bf c, i\y en avait deux 
nulles y sans que la troisième le fut , l'équation 
précédente serait réduite à un seul terme, qu'on 
ne pourrait rendre nul, sans faire quelqu'une 
des trois forces égale à zéro : d'où il résulte 
que, si trois forces finies sont situées dema-^ 
nière que la direction de Fune d'elles ren-^ 
contre les directions des deux autres qui ne 
sont point en même plan, ces trois forces ne 
$ont jamais réductibles à une seule; résultat qui 
^'accorde avec ce qu'on a dit à la fin du n® 75. 

On Voit donc, pour revenir à notre objet, 
que des trois équations (A) qu'on avait données 
avant notre théorie , il n'y en a aucune qui soit 
nécessaire pour la condition qu'on avaiît en vue, 
et qu'elles sont tout-à-^faît étrangères à la ques- 
tion dont il s'agit. Mais il y a encore une autre 
remarque assez curieuse à faire sur ces équa- 
tions. 

Si on les ajoute ensemble, ce qui est assez 
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naturel à cause de leur symétrie , et ce que 
Fauteur même avait fait^ il arrive que la somme 
de ces trois équations revient précisément à la 
nôtre XL +YM + ZN=o. Ainsi, l'on avait 
rencontré par hasard la véritable 'équation du 
problème, et il est clair qu'on ne s'en était point 
aperçu; car on aurait vu sans doute que, la 
somme de trois quantités pouvant être nulle 
d'une infinité de manières , sans qu'aucune 
d'elles le soit en particulier, il pouvait y avoir 
une résultante unique, sans qu'aucune des trois 
équations regardées comme nécessaires, fut 
Satisfaite; d'où l'on aurait conclu qu'elles n'é- 
taient pas nécessaires , et qu'il fallait les sup- 
primer avec l'analyse défectueuse qui y avait 
conduit. Mais, avant notre théorie, on ne sa- 
vait pas précisément en quoi consistait la con- 
dition générale d'une résultante unique. 

Quoiqu'on ait depuis rectifié cette analyse 
par celle que j'ai donnée au n^ io6, je n'ai pas 
cru cette petite discussion inutile, non-seule- 
ment parce qu'elle éclaire un point important 
de la composition des forces, et qu'elle fait 
voir la fausse supposition sur laquelle on s'ap- 
puyait ; mais parce que ce paralogisme subsiste 
encore, et s'est reproduit jusqu'Ici dans un ou- 
vrage célèbre où l'auteur des équations (A) 
parait l'avoir emprunté. 


DE STATIQUE. 145 


Corollaire VII^ 


1 1:2. Lorsqu'on a les trois équations L=Oy 
M=o , N=o 5 le moment G du couple résul- 
tant est nul, et les forces appliquées au système 
se réduisent à une seule R dont la direction- 
passe par Forigine. 

Et comme le moment G ne peut être nul , à 
moins que les trois momens résultans partiels 
L , M y N ne soient'nuls à la fois, il s'ensuit que 
si l'on voulait exprimer que des forces quel- 
conques se réduisent à une seule qui passe en 
un point donné , il faudrait, en supposant qu'on 
ait pris ce point pour origine , poser les trois 
équations L = o, M=o, N=o. 

Remarque^ 

II 3. Nous terminerons cet article général 
par un théorème important sur la manière d'es- 
timer les forces suivant une direction donnée, 
et leurs momens , par rapport à un axe donné, 
lorsque l'on connaît déjà ces forces et leurs 
momens estimés par rapport à trois axes rec- 
tangulaires. 

Mais démontrons d'abord la proposition sur 

laquelle on s'appuie au n' 110, et dont nous 

nous seiTÎrons encore ici. 

10 
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Soient deux droites situées d'une manière 
quelconque dans 1 espace. Nommons tt, fi^y 
les trois angles que fait la première avec les 
trois axes coordonnés; À^ fJL, v^ les angles ana- 
logues de la seconde avec les mêmes axes : je 
dis qu'on aura pour Tangle que ces deux 

• droites forment entre elles , 

cos fi = cos a cos A +cos /? cosjte+ cos ^^cos v. 

En effet, transportons, pour plus de simpli- 
cité, nos deux droites parallèlement à elles- 
mêmes jusqu'à l'origine : les angles tt, j3, y, À^ 
/it , V et l'angle G ne changeront pas. Prenons sur 
la première , à partir de l'origine, une longueur 
arbitraire d, dont Textrémité aura pour coor- 

• données Jo,x, z. Prenons de même sur la se- 
conde une autre longueur quelconque d, dont 
l'extrémité aura pour cooixionnées x, y, z. Si 
l'on joint ces deux extrémités par une droite 
H, on aura un triangle dont les trois côtés se- 
ront rf;, D et h; et puisque 6 est Tangle compris 
entre les deux premiers , on aura , comme on 
le sait , 

H* = rf* 4- D* — 2(fD cos 9 ; 
mais on a 

c?* = j:* + J' •+- z* , 

. et H* = (x— x)»-f(7— y)*+(2 — z)*; 
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substituant dans la première équation , rédui^- 
sant ^ et dégageant cos , il vient 


ÔJCX + rY A- ZL 


OU bien 


a D • a B ' rf D ' 

mais on a évidemment 

j = cosa, •^=cos/3, "=:cos5^, 
et de même 

X ^ Y Z 

D ' D "^^ D ' 

donc 

cosd = cosacos A -j- cos /3 cos /A + cos 5. cos V, 

Si Ton veut exprimer que les deux droites d 
et D sont rectangulaires entre elles ^ il faut poser 
cos â =r= o 9 et par conséquent 

cos CL cos X + cos ]S cos fJL + COS y cos V = o , 

ce que nous avions supposé au n^ i xo. 

114. Actuellement changeons les lettres A, 

fjt, y en a^, jS', y'^ et considérons une force R 

dirigée suivant la première droite. Cette forcé 

estimée suivant la seconde, ou projetée sur elle^ 

10.. 
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donnera pour sa projection que je nonune R'^ 
R' = R cos ô , et par conséquent 

R'=Rcos CL cos a'-+- Rcos /3 cos /3'+Rcos j cos y^ . 

Mais R cos a, Rcos j3^ R cos^ expriment les 
trois composantes de la force R suivant les 
trois axesj donc siTon nomme X, Y, Z ces 
composantes y on aura 'plus simplement 

R' =Xcos a' 4- Y cos /&' + Z cos y. 

Ce qui nous fait voir que, pour estimer sui- 
vant une direction différente de la sienne , une 
force dont on connaît déjà les composantes 
suivant trois axes rectangulaires^ on n'a qu'à 
prendre la somme de ces composantes multi- 
pliées respectivement par les cosinus des angles 
qu'elles forment avec la direction nouvelle. 

C'est ainsi qu'en Géométrie, pour projeter 
une ligne sur un axe quelconque, on peut d'a- 
bord projeter cette ligne sur trois axes rectan- 
gulaires ; projeter ensuite ces trois projections 
sur l'axe donné, et ajouter ensemble ces pro- 
jections de projections. 

1 1 5. Pareillement, si Ton considère un couple 
dont le moment soit représenté par une partie 
G prise sur son axe, et que ce moment décom- 
posé par rapport â trois axes rectangulaires 
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donne les momens respeetifs L , M , N, on voit , 
comme cinlessus, que pour estimer le moment 
G par rapport à un axe nouveau qui forme, 
avec les trois premiers , des angles A', //^ v', il 
n'y aura qu'à prendre la somme des momens 
composans L , M, N multî plies par les cosinus 
respectifs de ces angles, de sorte qu'en nommant 
G' la valeur relative du moment G, on aura 

G' = L cos X' + M cos ft' + N cos /, 

d'où il résulte que la somme des momens de 
tant de forces que Von ^voudra, par rapport à 
un axe quelconque^ est égale aux sommes de 
leurs momens j par rapport à trois axes rec- 
tangulaires^ multipliées respectivement par les 
cosinus des angles que ces trois axes font as>ec 
le nous^el axe donné; ce qui est un théorème 
tout semblable au précédent. 

DES CONDITIONS DE L'ÉQUILIBRE 

Lorsque le corps ou système sur lequel 
les forces agissent ri est pas entière-- 
ment libre dans l'espace, mais se 
troui^e gêné par des obstacles. 

Nous allons examiner trois cas principaux 
auxquels il est facile de ramener tous les autres^ 
comme on pourra le voir par la suite. 
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I. 


De V équilibre dun corps qui n'a que la liberté 
de tourner en tous sens autour (tun point 
fixe. 

Les six équations de l'équilibre d'un corps 
ou système libre sont^ comme nous l'avons, 
trouvé ci-dessus, 

X=:0, Yî=:0, Z = 0, 

L=o, M = o, N=o. 

Il 6. Supposons maintenant qu'il y ait un 
point fixe dans le système , et qu'on Tait pris 
pour l'origine des coordonnées. Il est clair qu'il 
pourrait alors y avoir équilibre sans que ces 
six équations fussent satisfaites; car, quoique 
le point fixe soit par lui-même incapable de 
produire le moindre effort , il peut néanmoins 
anéantir ceux des puissances dont la résultante 
irait y aboutir, et par là tenir lieu de nouvelles 
forces dans le système. 

Mais , quelles que soient les forces dont ua 
point fixe puisse tenir lieu par sa résistance ^ 
il est bien manifeste qu'elles doivent toutes 
passer par ce même point ; que , par consé- 
quent , on peut toujours les y concevoir comme 
composées en une seule , et imaginer ainsi , à 
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la place du point fixe/uûe force unique r qui 
remplace sa résistance y et considérer alors le 
système comme parfaitement libre dans Tes* 
pace. 

Les six équations précédentes devront donc 
avoir lieu si l'on y introduit la nouvelle force r. 

Or, cette force étant immédiatement appli- 
quée à l'origine , fournira trois nouvelles com- 
posantes, X, Y, z, dans les trois axes, et ne 
fournira aucun couple nouveau dans les trois 
plans. Les six équations de l'équilibre seront 
donc 

X4-x=o, Y-}-Ys=so, Z4-z = o, 
L = o, M = o, N=o. 

Les trois résultantes partielles X, Y, Z pour- 
ront donc avoir telles valeurs qu'on voudra. 
Car, en supposant la résistance du point fixe 
indéfinie dans tous les sens , les trois forces x , 
Y, z prendront telles valeurs et tels signes qu'on 
voudra, et, s'égalant toujours, en quelque sorte, 
aux trois forces contraires X, Y, Z, appliquées 
au même point, rendront toujours les trois pre- 
mières équations satisfaites. 

Mais il faudra que les trois momens résultans 
partiels L, M, N soient toujours nuls d'eux- 
mêmes, ce qui nous fait voir que, pour Véqui-- 
libre d'un corps qui na que la liberté de tourner 
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autour dun point fixe / il est nécessaire et il 
suffit que la somme des momens des forces par 
rapport à trois axes rectangulaires menés par 
ce point, soit nulle cTelle-même relativement à 
chacun de ces trois axes. 

117. Lorsque toutes les forces appliquées au 
corps sont parallèles^ on peut mener par le 
point -fixe deux plans parallèles à leurs direc- 
tions , et décomposer tous les couples dans ces 
deux plans. Il suffit donc alors pour Téquilibre 
du système^ que la somme des momens soit 
nulle par rapport à deux axes perpendiculaires 
à ces plans. 

Lorsque toutes les forces sont dans un même 
plan avec le point fixe , tous les couples à l'é- 
gard de ce point sont aussi dans ce plan ; et 
il suffit alors que la somme des momens soit 
nulle par rapport à un seul axe perpendiculaire 
a ce plan. 

Remarque. 

II 8* Nous savons que les trois équations 
L=o, M=o, N==:o^ quiassurenty dans le 
cas général y l'équilibre du système, expriment 
d'une autre manière (112) que les forces appli- 
quées doivent avoir une résultante unique qui 
passe par le point fixe. Donc, si l'on avait voulu 
partir de cette conséquence comme principe,, 
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c'est-à-dire regarder d'abord comme évident 
que les forces appliquées ne peuvent se faire 
équilibre autour du point fixe, à moins qu'elles 
n'aient une résultante unique dirigée vers ce 
point , on en aurait conclu réciproquement que 
Ton doit avoir pour Téquilibre les trois équa- 
tions L=o, M=o, N=o; ce qui nous aurait 
conduits au même résultat. 

Corollaire. 


s 


De la pression exercée par les forces sur le 

point fixe. 

119. Quoique nous ayons supposé le point 
fixe susceptible d'une résistance indéfinie en 
tous sens, cependant lorsque des forces données 
se font actuellement équilibre sur cet appui , il 
n'a besoin que d'une certaine résistance déter- 
minée. Cette résistance actuelle , prise en sens 
contraire , est ce que Ion nomme la pression 
qu'il éprouve de la part des forces du système. 

Ainsi , pour calculer cette pression, onrfaura 
qu'à déterminer la force — r. Mais l'on a, par 
les équations ci-dessus, pour ses trois compo- 
santes — X, — Y, — z dans les trois axes, 

— x = X, — Y=Y, — z = Z. 

D'où il suit que la pression est égale à la ré-- 
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sulUmte de toutes les forces du système^ trans^ 

portées parallèlement à elles^-mêmes au point 

fixe. 

Et c'est ce qu'il était facile de reconnaître 
d'abord ; car le point fixe ne peut être pressé 
que par les forces qui s'y sont transportées pa- 
rallèlement à elles-mêmes ^ et par les couples 
qu'elles ont formés à l'égard de ce point ; mais 
puisque ces couples doivent être en équilibre 
d'eux-mêmes, c'est-à-dîre seraient en équilibre 
quand bien même le corps serait entièrement 
libre, il s'ensuit qu'ils ne peuvent nullement 
charger le point fixe , et que par conséquent 
ce point n'est pressé que par la résultante des 
premières forces. 

II. 

De V équilibre dun corps qui n'a que la liberté 
de tourner autour de la ligne qui Joint deux 
point fixes. 

> ig. 36. 1 2o, Soient A et B (fig. 36) les deux points 
fisses. Prenons AB pour l'un des trois axes, 
pour celui des abscisses , par exemple ; et le 
point fixe A pour l'origine. 

Quelles que soient les forces dont chacun des 
points fixes puisse tenir lieu par sa résistance , 
on peut toujours les concevoir comme réduites 
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à deux forces retr^ immédiatemeat appliquées 
a ces points , et substituant ainsi , à la place des 
deux points A et B, les deux forces respectives r 
et 1^ qui remplacent leurs résistances actuelles^ 
considérer le système comme parfaitement 
libre dans l'espace. 

Les six équations de Téquilibre doivent donc 
avoir lieu en y introduisant les deux nouvelles 
forces r et r'. 

Or, la force r immédiatement appliquée à 
Torigine A ^ donnera trois composantes x, y, z, 
dans les axes , et ne donnera aucun couple dans 
les plans. 

La force r' appliquée en B donnera trois com- 
posantes x', y', z', la première dans l'axe des 
abscisses , les deux autres dans les plans respec- 
tif XY^ XZ. La force x' qui tombe dans l'axe 
des abscisses , étant transportée h l'origine , 
donnera un couple nul ; mais les deux forces 
y' et z' transportées à l'origine donneront deux 
couples , dans les plans respectifs XY^ XZ ad- 
jacens à l'axe de rotation ; et les momens de 
ces couples seront (en faisant AB= a), v'a^z'a. 

Les équations de l'équilibre seront donc 

X+x+x'=o, Y+y+y'=o, Z+z4.z'=o, 
L=o, M+z'a=:o, N — Y'a=^o. 

Les cinq quantités X, Y, Z, M, N pourront 
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donc avoir telles valeurs qu'on voudra ; car, en 
supposant la résistance des deux points fixes in- 
définie en tous sens, les quantités x, y, z , x',y', z' 
auront telles valeurs et tels signes qu'on vou- 
dra, et les trois premières équations, ainsi que 
les deux dernières, seront toujours satisfaites* 
Mais il faudra qu'on ait toujours pour les 
seules forces appliquées au système, l'équation 
L= G ; ce qui nous apprend que les conditions 
de V équilibre dun corps assujetti à tourner au- 
tour d'un axe fixe se réduisent à ce que la 
somme des momens des forces estimés par rap- 
port à cet axe soit nulle delle-mém^. 

Remarque. 

121. Si les deux points A et B n'étaient pas 
arrêtés en tous sens, mais pouvaient couler en- 
semble dans la direction AB , comme si on les 
supposait unis entre eux, et renfermés dans un 
canal infiniment étroit AB, leurs résistances x 
et x' dans le sens de. l'axe des abscisses seraient 
nulles d'elles-mêmes, et l'on aurait encore l'é- 
quation X=o; de manière que, lorsque le 
corps a la liberté de se mouvoir dans le sens 
de Taxe de rotation , outre la première condi- 
tion énoncée ci-dessus, il faut encore que la 
somme des forces décomposées parallèlement 
à cet axe soit nulle d'elle-même. 
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Corollaire. 

Des pressions exercées par les forces sur les 

deux points Jixes. 

122. Ces pressions n'étant autre chose que 
les deux résistances actuelles r et r' des deux 
points fixes, estimées en sens contraires , on 
aura pour déterminer leurs composantes — x , 
— Y, — z ; — x', -^ y', — z' parallèles aux trois 
axes f les cinq équations 

X-f.x-|-x'=o, Y-|-y+y'=o, Z4-z+z'=o, 
M+z'a=o, N — Y'a=o. 

Mais comme il y a six inconnues, il parait 
d'abord que les deux pressions — r et — r' . 
•seront indéterminées, ou du moins que l'on 
pourra disposer à volonté de l'une de leurs six 
composantes. Cependant, si Ton observe que 
les deux inconnues — x, — x' n'entrent que 
dans la première équation, on voit que les 
quatre autres seront déterminées par les équa- 
tions restantes. En effet, l'on aura sur-le-champ 
par les deux dernières équations , 
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et substituant dans les deux précédentes , on 

aura 

Ya + Hf Za — M 


a ' 


Ainsi rindétermination ne portera que sur 
les deux composantes — ^x, — x', dont la somme 
seulement sera déterminée par la première 
équation X -+• x -f- x' = o. 

Les deux forces. — y, — z perpendiculaires à 
Taxe de rotation au point A ^ se composeront en 

une seule \/y* -|- z* perpendiculaire au même 
axe, et qui fera avec les axes des^, z des angles 
t dont les cosinus respectifs seront 

— Y — 2 


V/y* + Z» Vf + Z* 

Les deux forces — y', — t! perpendiculaires 
à l'axe de rotation au point B, se composeront 

de même en une seule V^y'* -|- z'* perpendi- 
culaire au même axe , et qui fera avec les axes 
des j^ et z des angles dont les cosinus respectifs 
seront 


Ainsi les deux pressions normales à l'axe, aux 
points respectifs A et B, seront nécessairement 
déterminées de grandeur et de direction; et 
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par conséquent les pressions absolues — r et 
— 1"^ n^auront que cette indétermination parti- 
culière, savoir, qu'il faudra les choisir de telle 
sorte qu étant décomposées chacune en deux 
autres, l'une dans l'afxe, et Tautre perpendicu- 
laii^e à cet axe, les deux forces normales aient 
les valeurs et les directions que nous venons 
de donner, et les deux forces situées dans Taxe 
fassent une somme constante égale à X. 

125. Pour voir à quoi tient cette indétermi- 
nation , qui dépend de celle des deux résistances 
actuelles x, x'que les points fixes A et B doivent 
opposer dans le sens de la ligne qui les joint, 
on peut remarquer que ces deux points, qu'on 
peut supposer unis par une verge inflexible , 
se prêtent un appui réciproque , de manière 
que chacun d'eux a toujours, ou par lui-même, 
ou par le secours de l'autre , la résistance ac- 
tuelle dont il a besoin pour l'équilibre, pourvu 
que la somme de ces résistances soit suffisante. 
On ne peut donc pas demander, et il est im- 
possible que le calcul détermine des valeurs 
pî^rticulières , pour deux résistances qui, pas- 
sant tacitement , en tout ou en partie , de l'un 
à l'autre point, se confondent en une seule et 
même résistance. 
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m. 


De l'équilibre dim corps qui s'appuie contre 

un plan inébranlable. 

I24* Prenons ce plan pour celui des x^y^ 
que l'on nomme le plan horizontal ; et suppo- 
sant d'abord que le corps ne s'appuie contre ce 
plan que par un seul point A^ regardons ce 
point d'appui comme Torigine des coordonnées. 
Il est facile de voir que lorsqu'une force 
presse un point contre un plan, cette force peut 
toujours se concevoir comme décomposée en 
deux autres, l'une perpendiculaire au plan, et 
l'autre située dans ce plan. La première est né^ 
cessairement détruite par la résistance du plan ; 
car il n'y a pas de raison pour qu'elle meuve 
le point d'un côté plutôt que d'un autre dans le 
plan, et d'ailleurs elle ne peut le mouvoir à 
travers; mais la seconde obtient tout son ef- 
fet, parce que son action ne peut être altérée 
par la présence d'un plan le long duquel elle 
s'exerce. Le plan résistant ne peut donc dé-^ 
truire que des forces dont les directions lui sont 
normales, et par conséquent sa résistance ne 
peut faire naître que de telles forces dans le 
système. 

Soit donc z la résistance actuelle du point 
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d'appui dans l'axe desz. Les équations de l'équi- 
libre deviendront : 

X = o, Y = o, Z + z — o, 
L=:o, M = o, N=o. 

Les trois dernières nous font voir (n* ii^i) 
que les forces appliquées au corps doivent se ré- 
duire à une seule qui passe parTorigîne, c'est- 
à-dire par le point d'appui ; 

Les deux premières, que cette résultante doit 
être verticale, é'est- à-dire perpendiculaire au 
plan fixe ; 

Et la troisième, Z-|-z==o, que cette résul- 
tante Z peut avoir une valeur quelconque, 
pourvu qu'elle soit de signe contraire à la résis- 
tance z du plan ; c'est-à-dire qu'en supposant , 
ce que nous ferons désormais, que le corps 
soit placé au-dessus du plan des x, ^, il faut 
que la force z ne soît pas positive ; sans quoi , 
tendant à soulever le corps au-dessus du plan, 
elle n'y ferait naître aucune résistance, et le 
plan ne servirait à rien pour l'équilibre : de 
manière qu'il faudrait les mêmes conditions 
que si le système était parfaitement libre. 

125. Supposons actuellement que le corps 
s appuie par un second point B. Prenons AB 
pour l'axe des x, et le point A pour l'origine. 


1 1 
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Xe point A fait naitrc une résistance z dans 
Taxe même des z. Le point B fera naître une 
résistance z dans le plan xz, et donne^ra dans 
ce plan an couple dont le moment sera^ en fai- 
sant AB=a', z'a\ 

Les équations de 1 équilibre seront donc 

X = o, Y=o, Z + z + z'=:o, 
L =0, M + z'«z'=o, . N = o. * 

Ces équations nous font voir que l'équation 
de condition XLH-YM + ZN = o est satis- 
faite^ ainsi que l'inégalité y/XT+Y^ + Z* > o 
^puisque les deux résistances z et z' ne pouvant 
être supposées toutes deux nulles^ et étant de 
même signe, la force Z ne peut être nulle). Les 
forces appliquées au système doivent donc avoir 
une résultante unique. 

Les deux premières équations montrent que 
cette résultante doit être verticale , c'est-à-dire 
perpendiculaire au plan fixe; et la troisième, 
Z + z + z'= o , qu'elle peut avoir telle valeur 
qu'on voudra, pourvu qu'elle ne soit pas po- 
sitive. 

Enfin, si l'on cherclie les valeurs des deux 
coordonnées p et q du point où sa direction 
doit rencontrer le plan horizontal , comme 
on a (io8) 
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M — L 

«n menant à la place des quantités L ^ M ^ Z , 
leurs valeurs tirj^es des équations précédentes ^ 
on aura 

Donc f puisque l'on a ^ = o, il faut que le point 
où elle rencontre le plan horizontal tombe sur 
la ligne des abscisses^ c'est-à-dire sur la ligpe 
qui joint les deux points d'appui j et puisque 

Ton ^p^=:a , y à cause de > toujours 

< I , on a /7 toujours <ia' ^ et par conséquent 
la direction de la résultante doit toujours tom-* 
ber entre les deux points d'apptii A et B. 

^ 1 26. Supposons enfin que le c«rps s'appuie 
contre le plan par tant de nouveaux points 
qu'on voudra, C, D, etc., qui soient tous pla- 
cés d'un même côté à l'égard de la droite AB, 
qui est toujours regardée comme l'axe des abs- 
cisses X. Conservant pour les deux points A 
et B les dénominations précédentes, nommons 
ii' et V les deux coordonnées du point Cj 
a!" et b'" celle du point D, et ainsi de suite.' La 
résistance z" du point C , étant transportée à 
l'origine , donnera deux couples dans les plans 
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J 
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verticaux XZ, YZ, dont les momens ^ront 

zV, tI'V; la résistance z'"du point D donnera 

de même deux couples dans les mêmef plans, 

et dont les momens seront z^'V, z'''i'", et ainsi 

de suite. Les équations de ^équilibre iéront 

donc 

• •* 
X=o, Y=o, ZH-z+z'+z"+z'"+etc.=o, 

L — z''i"— z'"V" — etc. = o , 

M+zV4-zV' + 2i'V''+etc.=o, N=o. - 

Ces équations nous font voir d'abord, comme 
dans Tarticle précédent , que toutes les forces 
appliquées au système doivent se réduire à une 
seule, perpendiculaire au plan fixe, et dont la 
valeur ne Soit pas positive. 

En second lieu , je dis que sa direction doit 
rencontrer ce plan dans l'intérieur du polygone 
formé par les points d'appui A, B, C, D, etc. 

En effet, si Ton nomme, comme ci -dessus, 
q l'ordonnée du point , oii cette résultante 
rencontre le plan horizontal ; comme on a 

(j = —j— , en mettant pour L et Z leurs valeurs 

tirées des équations précédentes, on aura 

_ z"b" + z^b'" -4- etc. 
^ ~ z + z'-f-z" + 7* + etc/ 

Or, les résistances z, z', z", z'^', etc., étant 


r • 
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toutes positives, et les prdohnées i", i"', etc. , » 
toutes de même signe, puisque les points C, * 
D, etc.'^ sont, par hypothèse , tous placés du ' 
même côté de Taxe j^s abscisses , il s'ensuit - 
que TArdonnée q sera de même signe que ces 
ordonnées, et que par conséquent le point O 
sera , it l'égard de la ligne-AB qui joint lesdeux 
points d'appui A et B, du même «côté que les 
autres C , D , etc. Donc , puisqu'on aurait pu 
prendre pour l'axe de^ abscisses toute autre 
droite AC , BD , etc. , qui , joignant deux points 
d'appui , laisse tous les autres d'un même côté^ 
on peut conclure que le point O doit se trouver^ 
à l'égard de chacune de ces lignes , du même 
côté que les autres points 4'âppui , et par con- 
séquent doit tomber nécessairement dans rin-> 
térieur du polygone formé par tous les points 

d'appui. 

Corollaire. 

Des pressions exercées par la résultante des 
forces du système sur les' différens points 
dappui. 

i2j. Ces pressions, estimées en sens con-* 
traire, ne sont autre chose que les résistances 
z, z', z", z'", etc., dont les points d'appui A, 
B, C, D, etc., ont actuellement besoin pour 
l'équilibre. On aura donc, pour les détermî- 
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aer, les trois équations : 

L— ÔV— 4V — etc. = o, 
M + flV+ flV+ a'^'z''* + etc. = o. , 

Mais comme on «t'a qne ces trois éqasrtions, 
avec cette seule condition que les incoiinties z^ 
ni y z", 7!^ y etc., doivent être toutes positives^ il 
s'ensuit que les diverses pressions exercées s«r 
le plan demeurent indéterminées lorsqu'il y a 
plus de trois apptife , et même lorsqu'il vlJ 
en a que trois , s'ils tombent en ligne droite. 
Car, en supposant que lé troisième point G 
tombe avec les deux autres A et B sur Taxe des 
abscisses, rordonnée ^^ devient nulle, et Tin- 
connue 2'' disparaissant d'elle-même dans Fé- 
quation L — iV'=o, il ne reste plus que deux 
équations pour calculer les trois inconnues Z; 
z', z", qui sont encore indéterminées. 

On pourra donc , dans ce cas , se donner à 
volonté l'une des pressions , et , dans le cas gé- 
néral , se donner les pressions de tous les points 
d'appui, hors trois. On calculera ensuite ces 
dernières pressions par les équations précé- 
dentes; et pourvu que, dans les différentes 
hypothèses que l'on fera , le calcul ne mène à 
aucune pression positive , le problème sera tou- 
jours bien résolu. 
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Remarque. 

1 28. Mais SI nous trouvons , d'après les prin- 
cipes établis ci -dessus^ que les pressions sont 
indéterminées lorsqull y a plus de trois points 
d'appui, d'un autre côté, en considérant à 
priori un corps appuyé contre un plan par un 
nombre quelconque de poihts, etteilti en équi- 
libre par une forée normale à ce plan , il nous 
parait évident que chaque point de contact dort 
être actuellement pressé, et que, s^îl est pressé, 
c'est avec une certaine force tout-à-fait déter- 
mhiée , ce qui serait absurde autrement : et de 
là résulte une eSJ^ce de paradoxe qui ne parait 
pas facile à expliquer. 

Cardoûs-nous d'abord d'en conclure, avec 
d'Alembert, qu€l la théorie contiue j usqu'ici est 
îtïàuâ&sante pour résoudre le problème en qxxéèr^ 
tiou ; car nous allons voir que ce problème est 
indéterminé par l'hypothèse même que l'on à 
faite, et que la théorie donne tout ce qu'on peiit 
dfemànder sans se contredire soî-inêraè. 

En efifel, si l'on fait attention qu'il s'agît, par 
hypothèse , dun corps dont la Kgurè est parfai- 
tement invariable, on peut concevoir les points 
âe contact de ce corps , comrtle unis entre eux 
parmi plan parfaitement inflexible, lequel re- 
pose sur les points fixes A , B, C, D, etc. Or, 
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lorsqu'il y a plus de trois points d'appui ^ ou seu- 
lement trois quand ils tombent en ligne droite, 
il n'est pas difficile de voir que certaines par- 
ties des pressions qu'on supposerait exercées, par 
le plau sur ces points, peuvent être imaginées 
comme se reportant indifféremment des uns 
aux autres, de manière qu'on ne puisse de- 
mander, ni ce qu'elles sont en elles-mêmq^, ni 
sur quels points d'appui elles s'exercent de pré^ 
férence, sans détruire l'hypothèse de l'inflexi- 
bilité parfaite du plan <]ui unit les points du 
corps. 
Fig 37. Ainsi (fîg. 37), pour nous faire mieux cogi- 
prendre par un exemple , suf^spns qu'il s'a- 
gisse d'un corps appuyé par trois points en 
ligne droite, et considérons ces points comme 
liés entre eux par une verge inflexible qui re- 
pose sur les trois points fixes A, B, C. Quand 
bien même ou saurait que cette verge est ac- 
tuellement poussée aux trois points respectifs 
A, B, C, par trois forces normales P, Q, R, 
parallèles entre elles , on ne serait pas en droit 
d'en conclure que les pressions exercées sur les 
points d'appui sont respectivement égales aux 
forces P, Q, R : car il serait toujours permis 
de concevoir dans les deux forces extrêmes P 
et R , deux parties u et U qui ne pressent point 
du tout sur les appuis A et C. Si l'on prend en 


'»E STATIQUE. 169 

effet ces denx^parties dans la raison. inverse de 
leurs distances AB et CB au point B^ à cause 
de la raideur parfaite de la verge ^ on peut 
concevoir que ces deux forces vont presser ac- 
tueRement le point d'appui B, conjointement 
avec la force Q; de sorte qu'il y a ici une pres- 
. sion indéterminée u + u', qu'où peut supposer 
exister indifféremment , ou, tout entière en B^ 
ou , en deux parties u et u', sur les points A 
et C^ sans qu'on pjiiisse dire ni ce qu'elle est, 
ni oii elfe se trouve de préférence^ à moins 
de détruire l'hypothèse de l'inflexibilité par- 
faîte de la verge qui joint les points de contact 
du corps. • 

1 29. Au reste^ cette indétermination singu- 
lière est du même genre que celle que nous 
avons observée et expliquée au n** laS. Les 
pressions ou résistances actuelles dont les diffé- 
rens points d'appui ont besoin pour l'équilibre, 
ne sont indéterminées dans le cas où il y a plus 
de trois points d'appui , ou seulement trois , 
quand ils tombent en ligne droite, que parce 
qu'il y a alors des appuis intermédiaires qui 
peuvent prêter aux appuis placés de part et 
d'autre certaines parties de leurs résistances ; 
de manière que , par la liaison parfaite de ces 
appuis, on ne peut plus distinguer leurs résis- 
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tances individoelles d'avec ceHos qu'ils pour- 
raient empranter mutuellement les uns des 
autres. * 

Et la théorie nous fait voir que , poiwu que 
ces points aient des résistances individifelles qui 
satisfassent ensemble aux trois équations don- 
nées ci-dessus/^ de quelque autre manière per- 
mise par les mêmes équations^ que Ton yeuille 
répartir les forces de pression sur ces différens 
points y chacun d'eux trouvera toujours, ou 
dans sa résistance propre, ou dans cette ré- 
sistance unie avec celle qu'il empruntera des 
antres points d^appui , la résistance actuelle 
dont il aura hesoin poui* détruire la pression 
qu'on lui suppose. 

n n'en est pas de même dans le cas de deux 
points d'appui , et dans celui de trois non en 
ligne dix)ite : les résistances actuelles sont dé- 
terminées, et doÎTent l'être ; car, chaque point 
d'appui se trouvant seul à côté de l'autre, ou, 
dans le second cas, à côté de la ligne qui joint 
les deux autres , il est visible qu'il ne peut avoir 
que sa résistance propre , et ne pourrait pas en 
emprunter des appuis voisins , si elle n'était pas 
suffisante. 

i3o. Ijc paradoxe que nous venons de iti- 
soudre est d'autant plus frappant , que dans la 
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nature^ les pressions exercées par les corps aux 
cUflFérens points de contact sont nécessaire- 
ment déterminées dans tous les ^ cas ^ ce qui 
serait absurde autrement. 

Mais tous les corps sont plus ou moins flexi- 
bles et élastique^ ; et lorsqu'ils sont pressés les 
uns contre les autres par différens points situés 
dans le même plan , la pression totale se dis- 
tribue d'une manière particulière en vertu de 
ces propriétés physiques, et des trois équa- 
tions données ci-dessus (127), auxquelles les 
pressions individuelles doivent toujours satis- 
faire : or, il faudrait savoir tenir compte de 
ces propriétés, pour trouver en tout autant 
d^équations qu'il y a de points de contact, et 
connaître par Ih les diverses pressions; et c'est 
une question très délicate de Physique, que 
nous ne chercherons pas à discuter ici. 

1 5 1 • Ce que nous avons dit sur l'équilibre 
d'un corps qui s'appuie contre un seul plan 
peut aisément s'appliquer à un corps qui s'ap- 
puierait contre plusieurs plans à la fois. Chacun 
de ces plans fera naître aux différens points 
de contact des résistances normales à sa sur- 
face ; et en introduisant dans les six équations 
de l'équilibre ces nouvelles forces indétermi- 
nées, on parviendra facilement aux conditions 
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que dpivent remplir les forces immédiatement 
appliquées. 

iSn. Si le corps s'appuie en différeus points 
contre une ou plusieurs surfaces courbes quel- 
conques , on pourra supposer qu'il s'appuie sur 
les plans tangens menés aux surfaces en ces 
points. Ainsi y connaissant les équations de ces 
surfaces^ on cherchera celle des plans tangens 
ou des normales aux divers points de contact : 
on introduira dans les équations de l'équilibre 
autant de forces indéterminées ^ dirigées sui- 
vant ces normales^ et le problème reviendra 
au précédent. 


/ * 
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CHAPITRE IIL 


DES CENTRES DE GRAVITÉ. 


Jusqu'à présent nous avons fait abstraction 
de la pesanteur des corps; nous allons voir ici 
comment on peut avoir égard à cette propriété 
générale de la matière , afin d'appliquer les 
principes établis ci -dessus^ à l'équilibre des 
t;orps tels qu'ils sont dans la nature. 

i35. On nomme pesanteur ou gravité cette 
<:ause inconnue qui fait descendre les corps 
vers la terre ^ lorsqu'ils sont abandonnés à eux- 
mêmes. 

La pesanteur étant une cause de mouvement, 
on peut là considérer comme une force. 

Cette force pénètre les parties les plus in- 
times des corps, et agit également sur toutes 
leurs molécules ; car Texpérience prouve que , 
dans le vide , des corps quelconques de masses 
inégales, une balle de plomb, par exemple. 
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et le duvet le plus léger, tombent de la même 
hauteur avec la même vitesse : d^bù l'on doit 
conclure que les molécules d'un corps qui 
tombe descendent toutes de la même manière 
que si elles étaient simplement contiguës , sans 
être liées les unes aux autres. Ainsi l'action de 
la pesanteur s'exerce sur toutes les molécules 
d'un corps y et se fait sentir également à cha- 
cune d'elles. 

Cependant l'intensité de la pesanteur ]|*est 
pas rigoureusement la même pour une même 
molécule placée dans des lieux diffçrens par 
rapport au globe terrestre : elle varie à la sur- 
face de la terre ^ depuis l'équateur où elle est 
la plus petite^ jusqu'au pôle où elle est la plus 
grande : de plus , elle diminue à la même dis- 
tancf de l'équateur, à mesure que la molécule 
sçloigne davantage du centre de la teire; et 
l'on sait qu'elle décroit toujours dans le même 
rapport que le carré de cet éloignement aug- 
mente. Mais pour les molécules des corps que 
l'on considère ordinairement en Statique, il 
n'y a pas assez de différence entre leurs dis- 
tances à l'équateur, ou au centre de la terre, 
pour que les variations de la pesanteur y soient 
sensibles. Ainsi l'on est autorisé à regarder la 
pesanteur comme une force constante. 

La direction de la pesanteur est fort bien re- 
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présentée par celle d'un fîl-à^plomb en équi- 
libre^ ou par la perpendiculaire à la surface 
di^s eaux tranquilles. 

Cette direction dans le lieu que l'on consi- 
dère se nomme ]a,^erticalej et tout plan per- 
pendiculaire # la verticiile se nomme le plan 
horizontal. 

La surface de la terre ,'v ou plutôt celle des 
mers ^ étant à peu près sphérique , les dirac-* 
tioas de la pesanteur vont à peu près concourir 
au qentre du globe. Ainsi, k mesure que l'on 
chemin^ sur la terre , la verticale change aussi 
bien que le plan horizontal : mais comme le^s 
distances dont il s'agit ordiuairernent dans la 
Statique sout très petites à Tégard du rayon de 
la terre, qui a près de i5oo lieues, les direc- 
tions de deux verticales peu éloigqées, qui 
vont à peu près concourir à cette distaposy 
peuvent être regardées comme parallèles, sans 
erreur sensible. 

Nous considéronis donc toutes jbes molécules 
égales d'un corp$ pesant, comme ^oUrcitée/s par 
de petites forces égales , parallèles et de même 
sens , et nous pourrons appliquer aux forces 
qui proviennent de la gravité , tout ce quç nous 
avons dit des forces parallèles appliquées à un 
assemblage de points liés entre eux d'une ma- 
nière invariable. 
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1 34* Et d'abbrd ^ nous en conclurons que la 
• résultante de toutes les forces parallèles de la 
pesanteur leur est parallèle^ c'est-à-dire est 
verticale; 
En second lieu , qu^ elle est égale à leur somme. 
La quantité de cette résultante est ce que 
l'on nomme le poids du corps; d'où Ton voit 
que le poids d un corps est proportionnel au 
notnbre des molécules qui le composent^ ou à 
la quantité de matière qu'il renferme, et que 
l'on nomme sa masse. Ainsi, l'on distinguera 
le mot de pesanteur ou gravité ^ d'avec celui de 
poids. La pesanteur désigne, comme nous Ta- 
vons dit, la cause qui attire les corps vers la 
terre ; mais le poids désigne la force particu- 
lière qui en résulte pour chacun d'eux ; force 
qui est proportionnelle à leur masse, et égale 
à l'effort qu'il faudrait employer pour les sou- 
tenir. 

i35. En troisième lieu, comme nous avons 
vu que pour les forces parallèles, appliquées à 
différens points , il y a un centre^ c'est-à-dire 
un point unique par lequel passent continuelle- 
ment leurs résultantes successives, lorsque Ton 
incline successivement tout le groupe de ces 
forces dans diverses positions; il s'ensuit qu'il 
existe toujours, pour un corps pesant, un point 
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unique par le'quej passe continnellement la di- 
rection du poids ^ lorsque Ton toui*hë succès-' 
sivement le corps dans diverses positions à 
l'égard du plan horizontal. En effet, dans les 
diverses situations qu'on lui donne, les forces 
de la pesantiiur qui animent toutes les molé- 
cules ne cessent pas d'être les mêmes, d'agir 
aux mêmes points, et d'être parallèles , et par 
conséquent , leurs résultantes successives ne 
cessent pas de se couper en un même point. - 
Ce point unique par lequel passe toujours 
la direction du poids, quelle que soit la posi- 
tion du corps à l'égard du plan horizontal, se 

nomme le centre de gra\>ité. 

» 

1 36. Si le centre de gravité d'un corps est 
fixe, il est clair que ce corps sera en équilibre 
autour de lui dans toutes les situations; c'est- 
à-dire que si, le faisant tourner autour de ce 
point, on l'amène dans une situation quel- 
conque, et qu'on l'y laisse, le corps y demeu- 
rera : car, dans toutes ces positions, la résul- 
tante des forces de la pesanteur passera tou- 
jours par le même point fixe , et son effet sera 
détruit. C'est pour cela que plusieui^ auteurs 
ont défini le centre de gravité un point tel, 
que, s'il était fixé, le corps demeurerait en 
équilibre dans toutes les positions possibles au- 

12 
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tour de lui ; mais il est plus convenable de 
faire voir à pnon qu'il y a toujours pour cbaque 
corps un tel points et par conséquent de mon- 
trer qu'il jr a un centre de gravité, avant de 
définir le centre de gravité lui-même. 

1 37. Puisque le centre de gravité d\in corps 
n'est autre chose que le centre des forces pa- 
rallèles de la pesanteur, appliquées à toutes les 
molécules de ce corps ; comme toutes ces forces 
sont supposées égales, il suit de l'article 87, que 
la distance du centre de gravité à un plan quel- 
conque est égale à la moyenne distance de 
toutes les molécules du corps au même plan. 
Par conséquent la position de ce centre dans 
les corps ne dépend nullement de la gravité , 
mais seulement de la manière dont toutes les 
molécules sont disposées les unes à l'égard des 
autres. 

Aussi quelques géomètres ont-ils cru plus 
convenable de nommer le centre de gravité , 
le centre de masse ^ ou le centre défigure : mais 
nous conserverons ici l'autre dénominal ion, 
comme étant plus usitée , et comme rappelant 
mieux l'usage que Ion fait de ce point. dans la 
Statique. 

i58. Comme on peut toujours concevoir 
qu'à toutes les forces de la pesanteur qui ani- 
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ment les molécules d'un corps ^ on ait subs- 
titué leur résultante générale qui produit ab- 
solument le même effet, on peut considérer 
le centre de gravité d'un corps comme un point 
où toute la masse de ce corps est réunie et 
concentrée* Ainsi, dans la solution des pro- 
blèmes, si l'on veut avoir égard à la pesanteur, 
on pourra regarder chaque corps comme ré- 
duit à son centre de gravité, qu'on supposera 
sollicité par une force égale et parallèle à son 
poids ; et combinant ensuite ces nouvelles 
forces avec celles qui sont immédiatement ap- 
pliquées au système, on trouvera les condi- 
tions de réquilibre d'après les principes donnés 
dans les chapitres précédens, comme si tous 
les corps du système étaient dépourvus de pe- 
santeur. 

Il ne s'agit donc plus actuellement que de 
savoir déterminer les centres de gravité des 
différens corps ou assemblages de corps qui 
peuvent se présenter. 

1 39. Lorsqu'on peut considérer le corps ou 
le système comme composé de parties dont on 
<:onnalt en particulier les centres de gravité et 
les poids respectifs , il est très facile de dé- 
terminer le i^entre de gravité de ce corps ou 
système. 

12. . 
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Car ce centre n'étant autre chose quie le point 
d application de la résultante générale des forces 
de la pesanteur appliquées à toutes les niolé* 
cules^ on peut concevoir que, pour le déter- 
miner, on à d'abord cherché les points respec- 
tifs où sont appliquées les résultantes partielles 
des forces qui agissent sur chaque corps, et 
qu'ensuite on a cherché le point d'application 
de la résultante générale de ces diverses résul- 
tantes. 

Donc, si l'on connaît déjà les centres de gra- 
vité respectifs des difFérens corps , on n'aura 
qu a supposer appliquées à ces points des forces 
parallèles et respectivement égales aux poids 
de ces corps , et l'on trouvera le centre de 
gravité du système absolument de la même 
manière que l'on trouverait le centre de ces 
forces parallèles. 

On pourra donc employer dans cette re- 
cherche , ou la composition successive des 
forces, comme au n° 29, ou la théorie des mo- 
mens, comme au n** 86. 

Et puisque la distance du centre des forces 
parallèles à un plan se trouve en divisant la 
somme des momens des forces, pris par rap- 
port au plan , par la somme de toutes les forces, 
il s'ensuit : 

Que la distance du centre de gravité dun 
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système quelconque de corps ^ à un plan^ est 
égale à la somme des momens de leurs poids ^ 
par rapport au plan, divisée par la somm£ de 
tous les poids : ou (comme les masses sont pro- 
portionnelles aux poids), égale à la somme des 
momens des masses ^ divisée par la somme de 
toutes les masses; en entendant par le moment 
d'une masse ^ le produit de cette masse par la 
distance de son centre de gravité au plan que 
Ton considère. 

En calculant ainsi les distances du centre de 
gravité à trois plans quelconques, qu'on pourra 
supposer rectangulaires entre eux pour plus 
de simplicité, on trouvera facilement la posi- 
tion de ce point dans l'espace. 

i4o. Dans le cas où toutes les masses du 
système sont égales, on trouve sur-le-champ 
la distance du centre de gravité à un plan quel- 
conque , en prenant la moyenne distance des 
centres de gravité de tous les corps à ce plan« 

1 4 1 • Lorsque le plan par rapport auquel on 
estime les momens passe par le centre de gra- 
vité du système, la distance de ce centre au 
plan est nulle; et par conséquent la somme 
des momens des masses ^ pris par rapport à un 
plan qui passe par le centre de gravité du sjrs^ 
tème, est toujours égale à zéro. 
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C'est-à-'dire que la somme des momens des 
masses qui sOnt dW même côté du plan est 
^ale à la somme des momens des masses qui 
sont de l'autre côté. 

Et réciproquement , lorsque la somme des 
momens des masses, par rapport à un plan, 
est égale à zéro, le centre de gravité du système 
est dans ce plan. 

Car la distance de ce centre au plan est 
nulle. 

143* Il résulte de là que si les centres de 
gravité de tous les corps que Ton considère 
sont dans un même plan , le centré de gravité 
du système sera aussi dans ce plan ; et que si 
tes centres de gravité des corps sont sur une 
même ligne droite , le centre de gravité sera 
aussi sur cette droite . 

Car, dans le premier cas, tous les corps ayant 
leurs centres de gravité dans un même plan, 
les momens de leurs masses par rapport a ce 
plan sont tous nuls ; la distance du centre de 
' gravité du système à ce plan est donc nulle 
aussi, et par conséquent ce centre est dans le 
plan même. 

Dans le second cas, tous les centres de gra- 
vité étant en ligne droite , si Ion fait passer 
deux plans quelconques par cette droite, les 
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centres de gravité des différens corps seront à 
la fois dans ces deux plans. Le centre de gra- 
vité du système y sera donc aussi ^ et par con- 
séquent ne pourra se trouver que dans leur in- 
tersection ^ qui est la droite proposée. 

Au reste, les deux dernières conséquences 
que nous venons d'énoncer paraîtront évi- 
dentes d'elles niênaes , en se représentant que 
l'on cherche le centre de gravité du système 
par la composition successive des forcer ou 
poids appliqués aux centres de gravité respec- 
tifs des différens corps. 

1 43. Lorsque tous les centres de .gravité des 
corps sont dans un même plan, comme le 
centre de gravité du système se trouve déjà 
dans un plan connu/il suffit, pour détermitier 
sa position, de chercher ses distances à deux 
autres plans. Or, si on les prend , pour plus de 
simplicité y tous deux perpendiculaires sur le 
premier, les distances des différens centres de 
gravité à ces deux plans seront lés mêmes que 
leurs distances aux traces de ces plans sfur le 
premier: 

Donc , si dans le plan qui contient les centres 
de gravité de différens corps ^ on tire deux 
droites ou axes quelconques ?iôn parallèles ^ on 
aura les distances respectives du centre de gra^ 
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vite du système à ces deux droites^ en prenant 
les sommes respectwes des inomens de toutes 
les masses y par rapport à ces droites j et divi" 
sant par la somme de toutes les masses. 

(Ayant soin de regarder pour chaque droite, 
comme positifs, tous les momens des masses 
qui sont d'un même côté de cette ligne, et 
comme négatiÊ les momens de celles qui sont 
de l'autre côté.) 

On trouvera de cette manière à quelle dis- 
tance , et de quel côté, le centre de gravité du 
système est placé à l'égard de ces deux axes, et 
menant alors, aux deux distances trouvées, 
deux parallèles à ces axes, le centre de gravité 
sera à leur intersection même. 

i44- Lorsque les centres de gravité de tous 
les corps sont en ligne droite, comme le centre 
de gravité du système se trouve déjà sur une 
ligne connue, il suffit, pour le déterminer, de 
chercher sa distance à un seul plan. Or, si on 
le prend, pour plus de simplicité, perpendi- 
culaire sur la ligne des centres, les distances 
des centres de gravité respectifs à ce plan se- 
ront les mêmes que leurs distances au point où 
ie plan coupe la ligne. 

Donc, lorsque plusieurs corps ont leurs cen- 
tres de gravité respectijs sur une même droite^ 
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la distance du centre de gravité du système^ à 
un point quelconque pris sur cette droite ^ est 
égale à la somme des momens des masses, par 
rapport à ce points divisée par la somme de 
toutes les masses. 

(Eti prenant avec un même signe tous les 
momens des masses qui sont d'un même côté 
à 1 égard du point , et avec le signe contraire , 
les momens de celles qui se trouvent de l'autre 
côté.) 

On saura alors à quelle distance et de quel 
côtjé le centre de gravité du système est placé 
à l'égard du point que l'on a choisi; et si l'on 
porte ensuite de ce côté, et à partir du point, 
une longueur égale à la distance trouvée , l'ex- 
trémité de cette longueur marquera sur la lilgne 
le centre de gravité lui-même. 

145. On voit donc combien il est facile de 
trouver le centre de, gravité d'un corps ou sys- 
tème, lorsqu'on connaît ceux des différens 
corps qui le composent ; il nous reste à voir 
comment on obtiendrait les centres de gravité 
des corps qui ne seraient pas susceptibles d'une 
pareille décomposition. 

A la vérité, comme on peut toujours regar- 
der un corps comme un assemblage de points 
matériels qui sont eux-mêmes leurs propres 
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centres de gravité^ il s'ensuit qu'on peut leur 
appliquer la méthode précédente, et qu'on aura 
généralement la distance du centre de gravit^ 
d un corps quelconque à un plan , en prenant 
la somme des momens de toutes les particules 
, de>ce corps y par rapport au plan, et divisant 
par la somme de ces particules , ou , ce qui est 
la même chose , en divisant par la masse' to- 
tale du corps. Mais la solution générale d^ 
cette question dépend du calcul intégral ; et 
l'on en peut voir, dans presque tous les traités 
de Mécanique , des applications très simples, 
et qui n'ont d'autres difficultés que celles du 
calcul intégral lui-même. 

Cependant, comme il existe des considéra- 
tions élémentaires très élégantes qui conduisent 
à la détermination des centres de gravité pour 
la plupart des corps dont il est question dans la 
Géométrie , nous nous bornerons à cette re- 
cherche, qui remplît l'objet que nous avons en 
vue , et qui ne nous écarte point des Élémens. 

i46. D'après ce que nous avons dit (iSy), 
la position du centre de gi'avité dans un corps 
ne dépend que de la manière dont toutes les 
molécules de ce corps sont disposées les unes 
à l'égard des autres. Elle dépend donc de deux. 
choses : i**. de la figure du corps ou de cellei 
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de l'espace qu'il occupe; 2*. de la densité re-^ 
latîye de ses différentes parties. On voit bien, 
en effet , que si la figure et le volume restant 
les mêmes, les molécules viennent à s'écarter 
les unes des autres dans une certaine partie du 
corps , de manière qu'elles se rapprochent da- 
vantage dans une autre, les forces qui agissent 
sur elles n'étant plus réparties de la même ma- 
nière, la position de la résultante générale chan- 
gera , el par cQnséquent celle du centre de gra- 
vité du corps. Ainsi , dans la détermination dé 
ce point, il faudrait avoir égard, non-seulement 
à là figure du corps, mais encore à la loi suivant 
laquelle la densité varie dans toute son étendue. 

Mais si , pour résoudre plus simplement la 
question , on suppose d'abord les corps parfai- 
tement homogènes , ou uniformément denses 
en tous leurs points , la position du centre de 
gravité ne dépendra plus que de la figure , et 
la recherche des centres de gravité deviendra 
un simple problème de Géométrie. 

C'est dans cette hypothèse de corps parfaite- . 
ment homogènes , que l'on détermine ordinai- 
rement les centres de gravité des lignes , des 
surfaces et des solides qui sont soumis à une 
description rigoureuse , et que l'on regarde 
comme doués d'une pesanteur uniforme en tous 
leurs points ; et quoique ce problème puisse 
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paraître, au premier coup d'œil, de pure, spé- 
culation, il est facile de voir qu'il est, en Sta- 
tique , ce que la quadrature des aires , ou la 
cubature des solides est en Géométrie. Comme 
les résultats que la Géométrie nous donne sont 
d'autant plus exacts dans Tapplication , que les 
figures sont plus semblables à celles que la 
Géométrie suppose, ainsi dans la détermina- 
tion des centres de gravité, on trouvera ces 
points d'autant plus près des lieux que la théo- 
rie leur assigne, que les corps seront d'une 
substance plus homogène, plus uniformément 
répandue, et terminés par des surfaces plus 
parfaites. 

II. 

DES CENTRES DE GRAVITÉ DES FIGURES* 

Lemme. 

147. Toute Jigure dans laquelle il se trouve 
un point tel^ quun plan quelconque mené par 
ce point coupe la Jigure en deux parties par- 
faitement symétriques y a son centre de gravité 
en ce point y que Von nomme ordinairement le 
centre de figure. 

En effet, si l'on fait passer un plan quel- 
conque par le centre de la figure, comme ce 
plan la coupe en deux parties parfaitement sy- 
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métriques^ il n'y a pas de raison pour que le 
centre de gravité, qui est un point unique, et 
dont la position ne dépend que de la figure, se 
trouve d'un côté de ce plan plutôt que de 
l'autre; donc il sera dans ce plan. Le centre de 
gravité devant donc se trouver à la fois dans 
tous les plans que l'on pourrait conduire par 
le centre de figure , sera en ce point même , 
qui est la commune intersection de tous ces 
plans. 

148. Il résulte de là, i*. que le centre de 
gravité d'une ligne droite est au milieu de sa 
longueur ; 

2^. Que le centre de gravité de l'aire d'un pa- 
rallélogramme quelconque est à l'intersection 
de ses deux diagonales^ ou au milieu de l'une 
d'elles; 

3". Que le centre de gravité de la solidité 
d'un parallélépipède est à l'intersection de ses 
quatre diagonales, ou au milieu de l'une d'elles. 

On pourrait encore en conclure que le centre 
de gravité du contour ou de l'aire d'un cercle 
est au centre de ce cercle; que le centre de gra- 
vité de la surface ou de la solidité d'une sphère 
est au centre de cette sphère; que celui de la 
surface ou de la solidité d'un cylindre à bases 
parallèles est au milieu de son axe; etc. 
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Mais on remarquera surtout les trois pre- 
miers corollaires sur les centres de gravité de 
la ligne droite , du parallélogramme et du pa- 
rallélépipède^ parce que l'on peut regarder ces 
figures comme fes élémens de toutes les autres. 

Problème I. 

1 49- Troui^er le centre de grayité du contour 
dun polygone quelconque^ et en général dun 
assemblage de droites disposées comme on vou- 
dra dans l'espace. 

On regardera chaque droite comme concen- 
trée en son centre de gravité, lequel est au 
milieu de sa longueur; et Ton n'aura plus à 
considérer qu'un assemblage de points repré- 
sentés , pour leurs poids respectifs, par les lon- 
gueurs des lignes dont ils sont les centres de 
gravité. 

On trouvera donc le centre de gravité du 
système par* la composition successive de ces 
poids, ou parla théorie des momens, comme 
il a été dit plus haut. 

i5o. On pourra souvent, par des considéra- 
tions particulières, déterminer les centres de 
gravité plus facilement que par la méthode gé- 
nérale. 
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SU s'agît, par exemple, de trouver le centre 
de gravité du contour d'un triangle, on n'aura 
qu'à joindre les milieux des trois côtés par trois 
lignes , ce qui formera un triangle semblable 
au triangle proposé; et partageant les angles 
de ce triangle eu deux parties égales par des 
droites , ces droites se couperont au centre de 
gravité cherché. 

C'est-à-dire que le centre de gravité du con- 
tour d'un triangle n'est autre chose que le centre 
du cercle inscrit au triangle formé par les lignes 
qui joignent les milieux des trois côtés. 

Problème II. 

1 5 1 . T\x)u^er le centre de gravité de Vaire 
dun polygone quelconque ^ et en général dun 
assemblage défigures planes et rectiUgnes dis- 
posées comme on voudra dans F espace. 

Tous les polygones pouvant se décomposer 
en triangles, nous allonsl" voir d'abord comment 
on trouve le centre de gravité d'un triangle 
quelconque. Après quoi, prenant les centres 
de gfavité de tous les triangles qui composent 
le système proposé, nous n'aurons plus à con- 
sidérer qu'un assemblage de points donnés de 
position, et dont les poids respectifs seront re- 
présentés par les aires des triangles dont ils 
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sont les centres de gravité; et le problème se 
résoudra comme le précédent. 

Du centre de grai^ité du triangle. 

Fig. 38. i52. Soit ABC (fig. 38) le triangle proposé : 
considérons sa surface comme composée d'une 
infinité de tranches parallèles à la base BC. Il 
est visible que la ligne droite AD menée du 
sommet A au milieu D de la base, divisera 
toutes ces tranches en deux parties égales. 
Leurs centres de gravité respectifs seront doue 
tous sur la droite AD, et par conséquent celui 
de leur système , c'est-à-dire celui du triangle^ 
y sera aussi. 

Far un raisonnement tout-à-fait semblable^ 
on ferait voir que le centre de gravité du triangle 
doit aussi se trouver sur la ligne BE qui serait 
menée du sommet de Fanglc B au milieu E du 
côte opposé AC. 

Le centre de gravité devant donc se trouver 
à la fois sur les deux lignes AD, BE, sera né- 
cessairement à leur intersection G. 

Mais si l'on joint DE, puisque les points D 
et E sont les milieux respectifs des côtés CB, 
CA, la droite DE sera parallèle à AB et en sera 
la moitié. Or, si DE est moitié de AB, à cause 
des triangles semblables DGE, AGB, le côte 
DG sera aussi moitié de son homologue AG. 
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Donc, DG sera le tiers de AD, et A6 en sera 
les deux tiers. . ^ 

Donc , le centre de gravité de Faire diun 
triangle quelconque est • situé sur une ligne 
menée de Vnn quelconque des trois angles au 
fnilieu de la base opposée^ et se trouve au tiers 
de cette ligne à partir de la base^ ou aux deux 
tiers à partir du sommet de V angle. 

La démonstration précédente est si natarelle 
et si simple , que nous n'avons pas cru devoir 
Tomeltre ici. On pourrait lui donner toute la 
rigueur possible y au moyen de cette méthode 
connue, dont les exemples sont si multipliés 
dans les élémens de Géométrie ; mais le lec- 
teur peut y suppléer. 

Au reste, voici une démonstration nouvelle 
qui ne laisse rien à désirer du côté de l'exac- 
titude. 

1 55. Par le milieu D de la base BC du triangle 
ABC (fig. 39), menez aux deux autres côtés les Fîg. 9. 
parallèles DE , DF qui les rencontrent en E 
et F : le triangle proposé sera décomposé en 
un parallélogramme AEDF, et deux triangles 
DEC, DFB, parfaitement égaux entre eux, et 
semblables au premier. 

Le moment du triangle ABC par rapport à 

une ligne quelconque menée dans son plan , 

]3 
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sera donc égal à la somme des momens du pa- 
rallélogramme et des deux triangles» 

Soit a l'aire d'un de ces triangles y 4^ sera celle 
du triangle proposé. Donc, si Ton nomme a: 
la distance du centre de gravité de ce triangle 
à la base BG y on aura I^ax pour son momeift 
par rapport à celte ligne. 

h 

Soit h la hauteur du triangle ; - sera la dis- 
tance du centre de gravité du parallélogramme 
à la base ; et comme, son aire est la^ son mor 

ment sera aa x -, c'est-à-dire ^. 

Ensuite , les deux triangles BFD, DEC ont 
visiblement leurs centres de gravité à même 
distance de la base BC; donc, si l'on nomme x^ 
cette distance , la somme de leurs momens 
sera lax' * 

On aura donc ^ax^=iah^^ax\ où bien, 
en divisant par 4<^, 

4 .2 ■ 

Si l'on supposait y avec Archimède, que, dans 
les triangles semblables, les centres de gravité 
sont des points semblablement placés; alors, 
comme les dimensions du triangle BFD ou 
DEC sont moitiés de celles du triangle ABC, 

on aurait a:' =- ; et substituant dans lequa- 
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tion précédente, on troi^verait sur-le-champ^ 

Ce qui ferait voir que le centre de gravité 
dkin triangle se trouve placé au-dessus de 
chaque côté, à une distance égale au tiers de 
la hauteur de l'angle Opposé, et que par con- 
séquent il est au point déterminé ci-dessos. 

Mais on peut parvenir à cette conclusion 
sans aucune hypothèse : Car, puisque Ton a 
trouvé pour le triangle ABC 

4 2 

X étant la distance de son centre de gravité à la 
base BC , et x' la distanee du centime de gravité 
du triangle BFD à sa base BD: en imaginant 
que Fon fasse, dans le triangle BFD la même 
construction que Ton a faite dansi le triangle 
ABC , si Von nomme x" la distance analogue à 

* celle qu'on a nommée x'^ et si Ton observe que 
.. t^, liiauteur du nouveau triangle est deux fois 

* .^us petite que celle du prenïier, on aura 

4 a ^ 

•■» 

Et continuant la même cpnstruction , on 

i3.. 
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trouTera 

6XC* y CcC« j 

x^*^ x^^^ etc. ^ désignant les distances des centres 
de gravité à la base dans les triangles succes- 
sifs, distances qui din>inuent sans cesse, et dont 
la dernière peut être rendue moindre que toute 
grandeur donnée y puisqu'elle est toujours plus 
petite que la hauteur du triangle dans lequel 
on la considère. 

On aura donc, en substituant successivement 
dans la première équation, à la place de x\ 
x^'y x'"y etc. , leurs valeurs, 

.^ = 7 + 7-7 + 7-7-7 + etc. . à l'infini : 
4 4-4 4-4'4 

d'où or = ^ , ce qu*il fallait démontrer. 

Bemarqùe. 

i54- Soient trois masses égales ayant, leurs' 
centres de gravité situés aux trois angles res- 
Fifç 38. pectifs du triangle ABC (fig. 38). Le centre de 
gravité de ces trois corps sera le même que 
/ xehii dii triangle. 
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Car, poui; trouver celui des troiç corps, il 
ny a qu a prendre d^abord le centre de gravité 
de deux quelconques d'entre eux ^ cebii des 
deux corps Bet G^p^r exemple , lequel est au 
point D,. milieu de BC ; ensuite joignant DA , 
on n'a qu'à diviser cette droite au point G 
dans la raison réciproque de 2 à i . 

Or,, cette construction donne aussi le centre 
de gravijté du triangle ABC. 

Il résulte de là et du n* i4o> que la distance 
du centre de gravité d'un triangle à un plan 
situé d'une manière quelconque dans l'espace, 
est égale à la moyenne distance de sçs trois 
angles au même plan. 

Centre de granité du trapèze^ 

i55. Si l'on prolonge jusqu'à leur rencontre 
les deux côtés du trapèze, on forme deux 
triangles semblables de même sommet, et qui 
ont pour bases les deux bases du trapèze : et 
comme la ligne qui va du sommet commun au 
milieu de là base inférieure passe au milieu de 
la base supérieure , il s'ensuit que cette ligne 
passe à la fois par les centres de gravité des deux 
triangles, et par conséquent par celui du tra- 
pèze qui en est la différence. Le centre de gra- 
vité du trapèze est donc sur la ligne qui joint 
les milieux de ses deux, bases parallèles : ainsi 
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il ne reste qu'à troHver sa distance à Tnne ou 
à Vautre de ces bases ^ ou, si Ton veut, le rap- 
port de ces deux distances. 

IVommons x la distance inconnue de ce 
point à la base inférieure y et H et A les hau- 
teurs des deux triangles semblables. Si l'on 
représente par H* l'aire ^ on le poids du grand 
triangle 9 A* sera le poids du petit, et H* — h^ 
, celui du trapèze. Le moment du premier de 
ces poids y par rapport à la base inférieure , 

sera donc H* • -^ : le moment du second sera 

h^ f X -H H — n\y et lé moment du troisième, 

(H* — h^)x. Ainsi, en égalant le premier de 
ces momens à la somme des deux autres , on 
aura , pour déterminer x , Féquation : 

3 (H*— h^)x = H» — SAfl + 7h\ 

Si Ton cherche de même la distance^" du centre 
de gravité à la base supérieure, ou si Ton ob- 
serve simplement que cette distance^ est for- 
mée de (H- — h) diminuée à& Xy on trouvera 

Comparant ces deux équations, membre à 
membre, et ôtant, dune part, le facteur com- 
mun 5(H* — A'), et, de l'autre, le facteur com- 


DE STATIQUE. 199 

mua ^H-»-A)% oa trouvera^ pour le rapport 
chercbe , 

X : j :: H + 2A : A -4- 3H ; 

ou bien , lUiettant à la place des hauteurs H et A 
des deux triangles , leurs bases B et 6 qui sont 
dans Iç même rapport , on aura la proportion 

x : j :: B + 2* : i + 2B, 

dL<s(h résulte ce théorème : 

Le centre de grwité d'un trapèze est sur la 
ligne qui va du milieu de fune de ses bases au 
milieu de^t autre ^ et il coupe cette ligné dans 
le rapport des deux sommes qtion trouve, en 
ajoutant dun côté, à la première base deux 
Jais la seconde, et d'un autre côté, à la seconde 
base, deux fois la première. 

On peut tirer de là cetie construction très 
simple : prolongez y vers la droite , Tune des 
deux bases, d'une longueur égale à l'autre; et 
celle-cî » yers la gauche , d une longueur égale 
à la première ; et menez la ligne qui joint les 
extrémités de ces deux prolongemens ; elle 
coupera celle qui joint les milieux des. deux 
bases au centre de gravité du trapèze. 

On peut remarquer que la proportion pré- 
cédente Ile dépend point de la hauteur du tra- 
pèze ; mais uniquement du rapport des deux 


ÉLÉHENS 

bases : de sorte qu elle est la même pour tous les 
trapèzes possibles de bases proportionnelles. 

Si les bases sont égales, on a x:=.jr*^ ce qui 
doit être , car le trapèze est alors un parallélo- 
gramme dont le centre est également éloigné 
de ces deux bases opposées. 

Si l'une des bases b devient nulle , on a 

j z=i!ix; et en efièt le trapèze devient un 

triangle dont la base est B, et dont le centre 

est deux fois pi us près de la base que du sommet. 

Problème III. 

1 56. Trouver le centre de gnunté de la so* 
Udité dun polyèdre quelconque y et en généràly 
{Tun assemblage de polyèdres disposés comme 
on voudra dans l'espace. 

Tous les polyèdres pouvant se décomposer 
en pyramides triangulaires, nous allons voir 
d'abord comment on trouve le centre de gra- 
vité d'une pyramide triangulaire. Après quoi, 
prenant les centres de gravité de toutes les py- 
ramides qui composent le système proposé, Ton 
n'aura plus qu'à chercher le centre de gravité 
d'un assemblage de points, représentés pour 
leurs poids par les volumes des pyramides res- 
pectives dont ils sont les centres de gravité j et 
le problème se résoudi*a comme il a été dit 
t'i-dessus. 
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Du centre de gravité de la pjramide. 

157. Soit ÂBCD (fig. 40} une pyramide Fig. 40. 
triangulaire quelconque. Si nous considérons 
cette*pyramide comme composée d'une infi- 
nité de tranches parallèles à la base BGD, il est 
visible qu'une droite menée de l'angle A en 
un point quelconque de la base^ couperait 
toutes ces tranches et la base elle-même ^ en des 
points semblablement placés . : donc » ;Bi cette 
droite est menée au centre de gi^vité I de la 
base, elle passera par tous les centres de gra- 
vité des tranches parallèles. Le centre de gra- 
vité du système de ces tranches, et par co'nsé- 
quent celui de la pyramide , devra donc se 
trouver sur la droite AI. 

Mais, par un raisonnement tout-à-fait sem- 
blable, on voit que le centre de gravité de la 
pyramide doit aussi se trouver sur la ligpe GH 
qui serait menée de l'angle G au centre de gra- 
vité H de la face opposée : donc il sera néces- 
sairement à l'intersection G de ces deux droites. 

Ainsi les deux lignés AI et CH doivent né- 
cessairement se rencontrer : et c'est ce que l'on 
voit d'ailleurs indépendamment de la considé- 
ratioa du centre de gravité j car si Ton tire CI, 
cette, droite ira couper le côté BD en*son milieu 
£, puisque le point I est le centre de gravité 
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du triaugle BCD ; par là même raison ^ si Ton 

tire AH, cette droite ira rencontrer BD au 

même point E, et par conséquent les deux 

droites AI , CH seront dans un même plan , qui 

est celui du triangle AEG y et elles se couperont 

nécessairement. 

Actuellement, si Ton remarque que le point 
I est au tiers de EC , et le point H au tiers de 
EÂ {iS2)y il est clair qu'en joignant IH , cette 
droife sera parallèle à AG, et e^ sera le tiers. 
Mais si la droite IH est le tiers de AG, k cause 
dés triangles semblables IGH , AGG , le côté IG 
sera le tiers de son homologue GA> ou bien 
sera le quart de lA , et AG en sera les trois 
quarts. 

Donc , le centre de gravité cCune pjrranàde 
triangulaire est situé sur une ligne menée de 
Vun quelconque des trois angles au centre de 
gras^ité de la base opposée; il est au quart de 
cette ligne, à partir de la base, ou aux trois 
quarts, à partir du sommet de l'angle. 

Remarque. 

i58. On peut aussi appliquera la pyramide 

triangulaire une démonslration analogue à 

celle que Ton a donnée pour le triangle. 

Mais pour cela considérons d abord le prisme 

Fig.41. triangulaire : soit ABCabc (fig. 40 le prisme. 
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Par le nÂlieu E du côte ÂB de sa base ABC, 
conduisons deux plans E¥f, EDd parallèles auic 
faces respectives BCc^, AC^a. Nous dëcoinp(H 
serons ce prinne en deux autres, et un pand- 
lélépipède. 

Si Ton: nomme a la solidité de l'un de ties 
deuK prismes, lesquels sont parfaitement ëgau^c, 
on aura j^a pour ceUe do prisme proposé , et 
ûa pour celle du parallélépipède. 

Cela posé, soit x la distance du centre de 
gravité du prisme total à la £sice BAab; ^on 
aura ^ax pour son moment par rapport à cette 
face. Soit 'de même, pour les deux prismes par- 
tiels , or' les distances de leurs centres de gra- 
vité au même plan, distances qui sont parfai-*- 
tement égales entre elles ; on aura 200/ pour 
la somme, de leurs mbmens. Enfin , nommait 
A la hauteur de l'arête Ce au--dessus du plan 
parallèle BAab , le moment du parallélépipède 

h 

sera évidemment 2a -, ou simplement ah. On 
aura donc ^ax z=l ah-^^ 2ax\ et par consé^ 

quent jr= 7 H ; et si Ton applique mot à 

mot tout ce qu'on a dit (i55), on trouvera 

Ce qui fait voir que le centre de gravité d'un 
prisme triangulaire est, à l'égard die chaque 
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îàce, au tiers de la hauteur de larèté parallèle 
à cette face; d'où il est facile de conclure qn il 
eft sur la ligue Gg qui joint les centres de gra- 
vite dos deux bases* Et d'ailleurs il est aisé de 
voir que ce point tombe au milieu I de cette 
droite Gg, que je nommerai pour un moment 
Taxe du pnsme. En effet , imaginez le prisme 
partagé en un nombre quelconque de prismes 
égaux par de& plans parallèles à la base , et soit 
J" la distance du centre de gravité de Ttiudc ces 
pc^tits prismes au milieu de son axe. Il est clair 
que le centre de gravité de leur système , et 
par conséquent celui du prisme total , se trou- 
vera atlssi à la même distance S" du milieu I de 
son axe Gg. Or, quelque petite que soit la lon- 
gueur d'un prisme, il est évident que le ceulre 
de gravité est toujours dans l'intérieur du so- 
lide : donc, puisque la longueur de chaque 
prisme partiel peut être rendue moindre que 
toute grandeur donnée , la distance 01:= J^ est 
moindre que tout ce qu'on voudra, et par con- 
séquent nulle. 

iSg. Actuellement, soit une pyramide triau- 

Fig. 4a. gulaire ABCD (fîg. 42). Par le point L, milieu 

de AC, faites passer la seclioii LMK parallèle à 

. la base BCû, et la section LEF parallèle à la face 

ABD. Menez KH parallèle à LE, et joignez EH. 
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La pyramide proposée sera décomposée en 
deux prismes équivalehs/ Tun dont la- base est 
EDH, l'autre dont la base est LEF, ej; en deux 
pyramides triangulaires ALMK, IlCEF parfai-r 
tement égales entre elles , et semblables à la 
pyramide proposée. 

Cela posé , égalons le moment de la pyra- 
mide totale, par rapport à la base BCD, à la 
somme des momens des deux prismes et des 
deux pyramides partielles, par rapport au 
même plan. , 

Soit a la solidité de Tune de ces deux pyra- 
mides , 8a sera celle de la pyramide entière , 
et si l'on nomme a: la distance de son centre . 
de gravité à la base, on aura 8aa: pour son 
moment. 

Soit h la hauteur de la pyramide entière ; le 
prisme dont la base est EDH aura son centre 

de gravité élevé , au-dessus de la base , de - . ; 

et comme sa solidité est 5a y son moment serai 

5a y. Le second prisme, dont la base est LEF, 

aura son centre de gravité élevé au-dessus du 

plan BCD de = .- (i58); et comme sa solidité 

est 5a , son moment sera 5a ^. 

Enfin , si Ion nomme ûc' la hauteur du centre 
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de gravité de la pj^ramide LCEF an-dessu» de 
la base BCD, la hauteur du centre de gravité 
de la secondé pyramide ÂLMK sera évidem* 

ment a?' H — , et Ton aura^ pour la somme des 

raomens de ces pyramides , 

oa:' + ^fa?' + -\ ou — -I-2/ïj:'. 

On aura donc en réunissant ^ 

^ San . 3ah , ah . « 

8ax = -^ -h -g- + — + 2flx'; 
réduisant 9 et divisant par 8a, 

Si l'on supposait que^ dans les pyramides sem- 
blables, les centres de gravité sont des points 
semblablement placés, comme les dimensions 
de la pyramîdeLCEF sont deux fois plus petites 
que celles de la pyramide proposée ADCD, on 
aurait 

^' = -; 

et substituant dans Téquation précédente , on 
trouverait 

4 
Ce qui nous ferait voir que, dans toute pyra- 
mide triangulaire, le centre de gravité est élevé 
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au-dessus de chaque face au quart de la hau- 
teur de Faugle oppose ; d'où il est facile de con- 
clure qu'il est au point déterminé ci-dessus. 
Mais on petit parvenir à l'équation précédente 
sans aucune hypothèse. 

En effet, si l'on imagine que l'on ait fait dans 
la petite pyramide LCEF la même construction 
que l'on a faite dans la pyramide ABCD , en 
nommant x^^ la distance analogue à celle qu'on 
. a nommée x^ ^ et observant que la hauteur de 
la nouvelle pyramide n'est que la moitié de la 
hauteur h de la première, on aura, comme ci- 
dessus , 

et continuant la même construction dans les 
pyramides successives, on trouvera tP. 

x'"^ ;7*% etc. , désignant les distances succes- 
sives des centres de gravité des pyramides a la 
•hase. Or, ces distances diminuent sans cé^se, et 
deviennent plus petites que toute grandeur 
donnée , puisqu'elles sont toujours moindres , * „ 
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que les hauteurs des pyramides dans lesquelles 
on les considère. On aura donc en substituant 
successivement dans la première équation , à la 
place de a/, Jc"; a:'", etc., leurs valeurs, 



X 

=**(.+ 

2.4. * 2-4'^ 

4. ' 

d' 

où 

l'on lire 

X — 7 A; 

1^. 

■ 


etc.) , 


ce qu il fallait démontrer. 

Remarque. 

Soient quatre masses égales dont les centres 
de gravité soient placés aux quatre angles d une 
pyramide triangulaire : le centre de gravité de 
ces quatre corps est le même que celui de la 
pyramide. 

Car, pour trouver celui des quatre corps, il 
n'y aurait qu'à prendre d'abord le centre de 
gravité de trois quelconques d'entre eux, lequel 
est au centre de gravité de la face même aux 
angles de laquelle ils sont placés (i 54), et joi- 
gnant ensuite le centre de gravité du quatrième 
corps à ce point, il faudrait diviser cette droite,, 
à partir de la face, en raison réciproque de 
5 a I : or, cette construction donne aussi le 
centre de gravité de la pyramide. 
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Il résulte de là que la distance du centre de 
gprayitë d'une pyramide triangulaire à un plan 
situé d'une manière quelconque dans l'espace , 
est égale à la moyenne distance de ses quatre 
angles au même plan. 

La même propriété appartient aussi au prisme 
triangulaire. 

Remarque générale. 

i6o. Pour déterminer le centre de gravité 
d'un polyèdre , il n'est pas toujours nécessaire 
de le décomposer en pyramides triangulaires, 
il se présente souvent des simplifications dont 
il faut profiter. 

Par exemple , on trouvera le centre de gra- 
vité d'un prisme quelconque à baàes parallèles, 
en prenant le centre de gravité de la section 
parallèle aux bases , menée entre elles k égales 
distances; ou bien, en prenant le milieu de la 
ligne qui joint les centres de gravité de ces 
deux bases. 

(]ette proposition est si facile à démontrer 
directement, ou à déduire de ce que nous 
avons dit sur le prisme triangulaire, qu'il est 
inutile de s'y arrêter. 

r6i. Si Ton considère un cylindre quel- 
conque à bases parallèles comme un prisme 

,4 
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dont la base est un polygone d'une infinité de 
côtés , il résulte de ce qne nous venons de dire 
que le centre de gravité de ce cylindf^ est au 
milieu de la droite qui joint les centres de gra- 
vité de ses deux bases. 

162. On a pu voir précédemment que le 
centre de gravité d'uue pyramide^triangulaire, 
est le même que le centre de gravité de la sec- 
tion parallèle à la base , menée au quart de la 
hauteur du sommet. 

Cette prc^riété s'étend à une pyramide quel- 
conque ; car si Ton partage la base en triangles 
par des diagonales , et que l'on conduise des 
plans par ces lignes et par le sommet, on décom- 
posera la pyramide proposée en autant de py- 
ramides ti'îangulaires qu'il y a de ti'iangles dans 
la base. Toutes ces pyramides auront une même 
hauteur^ qui est celle de la proposée, et par 
conséquent leurs solidités respectives seront 
proportionnelles à leurs bases ou à des sections 
parallèles faites à même hauteur. Donc, si Ton 
coupe toutes ces pyramides par un plan paral- 
lèle au plan de leurs bases, mené au quart de 
la hauteur du sommet commun , puisque leurs 
ceutixîs de gravité respectifs sont les mêmes 
que ceux des sections triangulaires correspon- 
dantes, et que leurs solidités (ou leurs poids) 
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sont proportionnels a ces sections^ il s'ensuit 
que le centre de gravité du système de 'ces 
pyramides est le même que celui de tous los 
triangles , ou du polygone qui résulte de leur 
assemblage. 

Mais, si Ton tire une ligne droite du sommet 
au centre de gravité de ce polygone, cette droite 
ira passer au centre de gravité' de la base , et 
sera coupée par le plato du polygone aux trois 
quarts de sa longueur en partant du sommet , 
ou au quart, en partant de la base. 

i63. Donc, le centre de gravité d'une p^ra- 
mide à base quelconque ^ est sûr la ligne menée 
du sommet au centre de gramté de la base^ au 
quart de cette ligne en partant de la base^ ou 
aux trois quarts en partant du soifunet. 

164* En considérant le cône comme une py- 
ramide dont la base est un polygone d'une in- 
finité de côtés , on voit que le centre de gravité 
d'un cône à base quelconque est sur la ligne 
qui joint le sommet au centre de gravité de la 
base, au quart de cette ligne à partir de la base, 
ou aux trois quarts à partir du sommet du 
cône. 

Centre de gravité du tronc de pyramide. 
i65. On voit d'abord que le centre de gra- 

i4- 
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vite d'an tronc de pyramide est sur là ligne qui 
joint les centres de gravité de ses deux bases : 
car, supposez rétablie la pyramide entière dont 
on a retranché une pyramide semblable , par 
une section parallèle à la base, pour former le 
tronc dont il s'agit. Comme la ligne qui va du 
sommet au centre de gravité de Tune des bases 
passe au centre de gravité de l'autre, il s'en- 
suit que cette ligne passe à la fois par les 
centres de gravité des deux pyramides sem- 
blables , et par conséquent par celui du tronc 
qui en est la différence. Ainsi il ne reste qu'à 
trouver la distance de ce point à l'une , ou à 
l'autre base; ou, si l'on vent, le rapport de 
ces deux distances. 

Or soit X la distance de ce centre à la base 
inférieure, et nommons H et A les hauteurs 
des deux pyramides semblables. Si Ton repré- 
sente par H^ le volume ou le poids de la grande 
pyramide, h^ sera le poids de la petite, et 
H^ — h^ celui du tronc : et les trois momens 
de ces poids par rapport à la base inférieure 

seront H^ .|, H^(J + H — a) et (H^ — h?)x. 

Donc, en égalant le premier de ces momens à 
la somme des deux autres, on aura, pour dé- 
terminer Xf l'équation 

4(H3 — h^)x = H^ — /^hm + 3 AS 
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dont le pFemier membre est divisible une fois^. 
et le second deux fois, par (H — h)y qui est la 
hauteur du tronc. 

Si Ton cherche de même la distance j* du 
centre de gravité à la base supérieure ^ ou si 
l'on observe simplement que^ est composée 
de H — h diminuée de x^ on trouvera l'é-^ 
quation : 

dont le premier membre est divisible de même 
par H — A, et le second par (H — h)^. 

Comparant donc ces deux équations ^ et sup-* 
primant les facteurs communs , on aura y pour 
le rapport cherché , 5P : / :: H*+ aHife + 3 A* : h^ 
-t- 2AH -f- 5H* : ou bien , comme dans les 
pyramides ou les cônes semblables, les. bases 
sont proportionnelles aux carrés des hauteurs; 
si l'on met pour H* et Â* les deux bases 'R eXb 
du tronc , et par conséquent pour HA une base 
V/B6 moyenne géométrique entre les deux,, 
on aura la proportion : 

x:7::B+2v/B6+56:A+2v/B3-(-5B;^ 

d'où résulte ce théorème : 

Le centre de gravité cTun ttvnc de cône ou 
de pyramide est sur la ligne qui va du centre 
de gravité de l'une des hases au centre de gra*^ 
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\fité de Foutre; et il coupe cette ligne dans h 
rapport des deux sommes qu^on troui^e^ en pne- 
nant dun côté : une fois la première Intse, deux" 
fois la mojenne géométrique entre celle^i et la 
seconde y et trois fois la seconde; et dun autre 
côté^ dans V ordre ins^rse^ une fois Ut seconde 
base, deux fois la majenne, et trois fois la pre- 
mière. 

Au reste ^ on voit qu'il n est pas nécessaire ici 
de mesurer ces bases (dont la quadrature pour-* 
rait être longue^ ou même assez difficile dans le 
cas d'une base courbe), mais qu'il suffit d'avoir 
trois quantités qui leur soient proportionnelles, 
et par conséquent, de prendre dans les deux 
bases semblables du tronc proposé, deux lignes 
homologues A et « , de faire les carrés A' et a% 
et le rectangle Aa qui sera moyen géométrique 
entre eux. 

On peut remarquer que , dans la proportion 
précédente , le rapport àe x k y ne dépend 
point de la hauteur du tronc, mais unique- 
ment du rapport des bases, et que, par consé- 
quent, il est le même pour tous les troncs pos- 
sibles de bases proportionnelles* 

Si les deux bases du tronc sont égales, la 
proportion donne xz=:y ; et en effet le solide 
devient alors un prisme ou un cylindre dont le 
centre est également éloigné des deux bases* 
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Si Tune des bases b est nuUe, od a pour la 
distance x du'œntre à l'autre base B^ ^x^^s^jr : 
et eu effet le tronc dont il s^agit devient alofs 
une pyramide , ou un c6ne dont le centre este 
tffoiis fois plus près de la base que du somuiat* 

On pourrait multiplia les exemples; maïs 
ee que nous avons dit suffît pour l'objet que 
nous nous sommes proposé. Nous tenninerâns^ 
ce chapitre par quelques {Nropriétéa i«marq«a-- 
bles des centres de gravité. 

Propriétés générales eu centre de 

granité. 


l. 


•' 


166. LoBSque des forces P^ Q^R^ % ^USr 
(fig. 43), dirigées comme ou voudffi danfli Vw- ^'g* 43- 
pace j se font équilibre autour di» même point 
A , on sait que ces ibrces , estins^s suivaf^t un^ 
droite quelconque AX passant par ce point, 
doivent aussi se faire équilibre.. 

Donc, si ces forces sont représentées par les . 
parties AP, AQ, AR, AS, etc.^ de leurs dineo^ 
tiopsi ta somme de leurs projections A/?, A^, Ar, 
A^, etc., sur l'axe AX, doit être égale à zéro, 
en comptant comme positives les projections 
qui tombent d'un même côté du point A,, et 
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comme négatives celles qui tombant de lautre 
côté. Mais , si Ton menait par le point A un 
plan MN perpendiculaire à AX , les projec* 
tions Apf Aq, Ar, etc. , exprimeraient les dis- 
tances des extrémités des forces an plan MN; 
donc^ puisque leur somme est nuUe^ la moyenne 
distance de ces points au plan MN est aussi 
nulle. 

Donc y lorsque tant de forces que Von voudra 
sont en équilibre sur un points ce point est 
le centre de gravité de corps ou points massifs 
égettix qui seraient placés aux extrémités des 
lignes qui représentent les forces en grandeurs 
et en directions. 

• Et réciproquement , si Von considère un as^ 
semblage quelconque de masses égales ^ et qu'on 
mène de leurs différens centres ^ des lignes au 
centre de gravité du système^ il est visible que 
des jorces représentées en grandeurs et en di- 
rections par ces lignes ^ se feraient équilibre 
entre elles. 

Car la moyenne distance des extrémités de 
ces forces à un plan quelconque passant par le 
centre de gravité, serait nulle; la somme de 
ces forces estimées suivant un axe quelconque 
passant par ce point serait donc nulle aussi , et 
par conséquent il y aurait équilibre. 

On voit par là que si trois forces sont en équi- 
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libre sur un point, ce point est le centre de 
gravité du triangle formé par les droites qui 
joindraient les extrémités des lignes qui repré- 
sentent ces forces en grandeurs et en direc- 
tions ; car, le centre de gravité du triangle est 
le même que celui de trois corps égaux dont 
les centres seraient placés aux trois angles. 

Et de même , si quatre forces sont en équi- 
libre autour d'un point > ce point «st le centre 
de gravité de la pyramide triangulaire formée 
par les six droites qui joignent les extrémités 
des lignes qui représentent les quatre forces en 
grandeurs et en directions. 

Et réciproquement , il y a équilibre entre 
trois forces exprimées par les distances des trois 
angles d'un triangle quelconque, au centre de 
gravité de ce triangle; et de même, entre ^ 
quatre forces représentées par les distances des 
quatre coins d'une pyramide triangulaire quel- 
conque, au centre de gravité de cette pyra- 
mide. 

Mais voici une conséquence plus générale : 
si l'on suppose que toutes les molécules égales 
dW corps de figure quelconque soient atti- 
rées vers un même point par des forces pro- 
portionnelles à leurs distances à ce point, et 
qu'il y ait équilibre , ce point sera nécessaire- 
ment le centre de gravité du corps. 
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placés aux extrémités de ces lignes; et la, 
grandeur de cette résultante est représentée par 
MJbis la distance AG du point d'application 
de ces forces à ce commun centre de gravité. 

On peut conclure de là que , si les molécules 
égales d'un, corps ou système de figure quel- 
conque s'attirent en raison de leurs distances 
mutuelles^ chaque molécule du corps pèse vers 
le centre de gravité en raison de sa distance à 
ce centre. Car en représentant les forces d'at- 
traction par les distances mêmes qui séparent 
les M points égaux du système , il en résulte 
pour'chacua d'eux une attraction totale^ re- 
présentée par M — I fois sa distance au centre 
de gravité des M— * i autres, ou , ce qui est U 
même chose , par M fois sa distance au centre 
de gravité des M points qui composent le sys- 
tème entier. 

On voit encore que, dans cette loi d'attrac- 
tion , des corps de figure quelconque agiraient 
exactement les uns sur les autres comme si 
leurs masses étaient réduites à des points, et se 
trouvaient, pour ainsi dire, concentrées dans 
leurs propres centres de gravité ; ce qui , dans 
la loi de Newton , ne peut avoir lieu que pour 
des sphères homogènes, ou pour des corps com- 
posés de différentes couches sphériques dont 
chacune serait d'une densité uniforme. 
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2"®. 5/ Von considère M corps égaux disposés 
centre eux comme on voudra ^ leur centre de 
grdvité G peut se trouver en menant de ces 
corps autant de lignes à un point quelconque A 
flfe V espacé, composant entre elles toutes ces 
lignes à la manière des forces, et prenant, à 
partir du point A^ la W partie de la ligne ré^ 
sultante. 

Si Ton suppose que le point A change de 
position dans l'espace ^ les forces représentées 
par les lignes qui vont des corps à ce point 
changeront de grandeurs et de directions ; mais 
les résultantes de ces divers groupes de forces 
concourantes ne cesseront pas de passer par le 
même point G : et il est évident que la même 
chose aurait lieu si, le point A restant fixe, 
on faisait varier d'une manière quelconque la 
position du système. 

Donc ce point G, qui dans les corps pesans 
est le centre des forces égales et parallèles que 
Ton suppose venir de la gravité, est aussi le 
centre de forces qui seraient convergentes vers 
nn point quelconque A de l'espace , et propor- 
tionnelles aux distances des molécules à ce 
point. 

Si donc le centre de gravité d'un corps est 
fixe , le corps soumis a de telles forces conver- 
gentes sera en équilibre dans toutes les situa- 
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lions qu'on voudra lui donner autour de ce point 
fixe. Ainsi, comme aunledans de la terre sup« 
posée sphérique et homogène , les molécules 
pèsent vers le centre en raison des simples dis* 
tances, il s'ensuit que, dans l'intérieur du globe, 
si un corps est soutenu par son centre de gravité, 
il restera en équilibre autour de ce point dans 
toutes les situations. Mais il n'en sera plus de 
même au-dessus du globe, où l'attraction de- 
vient réciproque au carré de la distance ; et si 
le corps, par exemple, est un cylindre droit 
soutenu par le milieu de son axe , il ne pourra 
être en équilibre que dans la position où 
cet axe est horizontal , ou perpendiculaire à 
l'horizon. 

G>mme , dans la nature, les forces de la gra- 
vité ne sont , ni exactement parallèles, ni exac- 
tement convergentes, ni dans les rapports précis 
qu'on vient de dire , on voit qu'à la rigueur il 
n'y a point dans un corps pesant de vrai centre 
de grasfitéy je veux dire, de point unique autour 
duquel les forces de la gravité se contre-ba- 
lancent pour toutes les situations possibles du 
corps. Mais dans les corps de peu d'étendue que 
nous considérons sur la terre, le point que 
nous avons déterminé jouit à très peu près de 
cette propriété ^ et l'erreur est insensible. 
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IIL 


Tout ce qu'on vient de dire de plusieurs 
points massifs égaux et des forces représentées 
par leurs distances à un mérae point de l'es- 
pace, s'applique naturellement à un système de 
points ou corps inégaux , dont les masses se- 
raient/71, ni y rri'j etc. ; car il suffit de considérer 
chacun de ces corps, tel que /ti,' comme un 
groupe de m points égaux, et de prendre pour 
la force appliquée à ce corps , m fois la dis- 
tance de son centre au point dont il s'agit. 

Ainsi, en nommant r, r', r", etc., les dis- 
tances des centres deis corps >n, m\ rri\ etc., 
à ce point ou foyer commun A, et faisant 
w + m' -|- w'' -i- etc. = M , on peut dire que 
le centre de gravité G de tous ces corps se 
trouve sur la djlrection de la résultante de^ 
forces wr, m'/f, mV, etc., et k la M* partîie de 
la ligne qyi la représente. 
' Nommons r cette distance du centre G au 
point A: X| Y, z les trois coordonnées rectangles 
de G par rapport au même point; et soient>de 
même jc,^, z\ x\j\ z'; etc., les coordonnées 
de 7») m'y etc. Les forces mXj my^ mz; m'x% 
m'y y m'z' ; «te. , seront les composantes des 
forces wr, w V, etc. î et Mx , My, M z celles de 


. \ 


% 


I 
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la résultante Mr. On aura donc 

Mx = mx -f- m'x' + ni'xf' -f- etc. , 
My = mjr + m'y + ml'y -f- etc. , 
Mz = 7112 -f- /»'z' + m V + etc. 

Faisant les carrés y ajoutant , et observant 
qu'on a x' + y'+ z' = r' , 

etc. , 
on trouvera 

M»R*=m»r»4- m'^r^^+m^^H'^-^ etc. 

'+2nunf(ûcx' ^jy + 25^) + etc. 
+ 2mm"(a:j?"+^y + zz") + etc. 
etc. 


Au lieu du terme 2/nm'(:rj:'+^^'+z2'), on 
pourrait mettre , comme on Ta vu n® 1 1 3, le 
terme 2mr.mV.c0sC; ^ étant l'inclinaison mu- 
tuelle des deux lignes r et r' : et ainsi des autres; 
d*où Ton tire en passant ce théorème connu : 

Le carré de la résultante de tant de forces 
quon voudra appliquées sur un point est égale 
à la somme des carrés de ces forces^ et des 
doubles produits qu'on peut faire en les iruâti- 
pliant y deux à deux^ F une par Vautre et par 
le cosinus de leur inclinaison mutuelle. 

On peut encore transformer chaque terme 
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^mm\xx^'\'jy+ zz') d'une autre manière. Car 
si l'on désigne par a la distance de m à m\ on a 

a» = (a: — xy + (j — /)• + (z — z')% 

et par conséquent ^ 

^(jca:' +77*' + zz') = r*4-^* — «t* ; 

on a de même , en nommant jS la distance de 

* f/ 
m a m , 

et ainsi des autres. En substituant ces valeurs , 
on aura cette nouvelle expression de la résul- 
tante Mr ^ 

Wv^ = /w V H- /» V* + m'^V"» + etc. * 
+ mm'{r^ + 7^* — ct^) + etc- 
+ mniÇr" + /•"•— i8*)+ etc. 
+ etc. 

Or^ dans le second membre de cette équation^ 
f* est multiplié par m* + mm' + mrn!' + etc. 
' = m(/n+ /n'-f-'^"H"etc«) = 'wM; le carré /* 
est multiplié de même par m'M , etc. ; donc 
enfin ^ en réduisant , on aura cette équation 
remarquable : 

M*R* = M/(/nr*) — ./(mwzV), 

ou le signe f(mr*) indique la somme des pro- 
duits des masses par les carrés des distances de 
leurs centres au point A j et le signe f(mm'ct*), 

i5 
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la somme de leurs produits deux à deux par 
les carrés des distances mutuelles de ces centres. 

Par cette formule^ qui ne contient plus que 
les distances mutuelles des corps ^ et leurs dis- 
tances à un point quelconque A de l'espace^ 
on peut trouver à quelle distance r de ce point 
A est situé le centre de gravité G du système : 
de sorte qu'en cherchant s^insi cette distance 
par rapport à trois points donnés ^ on aurait 
la position du point G dans l'espace. 

Si le point A change de position , les dis- 
tances R et r, r^, r^', etc. , varient; mais les dis- 
tances mutuelles a, fi, y, etc., des dilSerens 
corps ne changent point par hypothèse , et le 
terme f(mm'a*) est constant : donc , puisque 
l'équation précédente nous donne 

M/(/72r*) =/(/?2m'a*) + M*r% 

il s'ensuit que le point A de l'espace pour lequel 
fipir^) a la plus petite valeur est celui pour 
lequel on a r = o , et que par conséquent ce 
point est le centre de gravité G du système. 

Ainsi le centre de granité d'un système de 
corps jouit de cette propriété^ que la somme des 
produits des masses par les carrés des dis- 
tances de leurs centres respectifs à ce point, 
est un minimum, c'est-à-dire est plus petite 
que pour tout autre point de Vespace. 
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Quant à cette valeur minimum de /{mr*), 
on voit, par l'ëquation ci-dessus où Ton fait 
R=0 9 qu'elle est égale à la somme des pro- 
duits qu'on peut faire en prenant les masses 
deux à deux, les multipliant Tune par l'autre 
et par le carré de leur distance mutuelle , et 
divisant le tout par la masse entière du sys- 
tème ; ce qui donne un second théorème qui 
peut être utile dans plusieurs occasions. 

Si le point A , en variant de position , reste 
toujours sur une sphère décrite autour du 
centre de. gravité du système, r est constante, 
et par conséquent f(jnr*) ne change point , 
quoique les distances individuelles r, r', r", etc., 
varient par ce déplacement du point A; et il 
en serait de même si le point A restant fixe , le 
système tournait d'une manière quelconque 
autour de son centre G. 

Le centre de gravité dun sfstème jouit donc 
encore de cette propriété ^ que si Von fait tour-- 
ner comme on voudra le système autour de ce 
centre y la sommée des produits des masses par 
les carrés de leurs distances à un point fixe 
quelconque reste toujours la même. 

Si l'on suppose, comme nous l'avions fait 
d'abord , que toutes les masses m , m', m% etc., 
soient égales entre elles et à l'unité, M en 
marque le nombre, et l'équation précédente 

i5.. 
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devient 

formule plus simple , et qu'on appliquerait 
également à tous les systèmes possibles j en 
imaginant que les difierens cqrps y soient tous 
divisés en parties égales* 

Dans le cas de R = o , on a M/'(r*) z=if{(x^\ 
d'où Ton tire ce théorème de Géométrie : 

La somme des carrés des distances mutuelles 
de M points égaux ^ est égale à Mjbis la somme 

des carrés de leurs distances à leur commun 

centre de gravité. 

On voit par là que la somme des carrés des 
six arêtes d'une pyramide triangulaire est égale 
à quatre fois la somme des carrés des dis- 
tances des sommets au centre de gravité de la 
pyramide; car ce centre est le même que ce- 
lui de quatre corps égaux placés à ces som- 
mets; etc., etc. 

Dans ce qui précède, on n'a considéré qu'un 
système invariable de figure, c'est-à-dire dont 
les points sont liés de manière qu'aucune de 
leurs distances mutuelles ne puisse changer. 
Mais on voit encore ici que, si la figure du 
système était variable ^ suivant cette condi- 
tion que la somme des carrés des distances mu- 
tueUes des differens points jût constante^ là 
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somme des carrés de leurs distances au centre 
, de gravité demeurerait aussi constante^ et ré^ 
ciproquement. 

Mais je passe à d'autres propriétés des centres 
de gravité. 

IV. 

167. Soit une courbe plane quelconque ABC 
(fig. 44)^ ^^^ tourne autour d'un axe PZ situé Fig.44. 
dans son plan, de manière que tous les points 
de la courbe demeurent toujours aux mêmes 
distances de cet axe ; cette courbe engendre une 
surface que l'on nomme surface de révolution» 

Pour en détenuîner l'aire, on peut remar- 
quer que chaque élément ds de la courbe gé- 
nératrice produit une surface de cône tronqué 
dont l'aire est égale au côté ds multiplié par 
la circonférence du cercle que décrit son mi- 
lieu , ou son centre de gravité i, autour de 
l'axe PZ. 

Donc, si l'on suppose tous ces élémens égaux, 
la surface entière sera égale à leur somme mul- 
tipliée par la circonférence moyenne entre 
celles que décrivent tous leurs centres de gra- 
vité. 

Mais cette moyenne circonférence a pour 
rayon la moyenne distance de tous ces points 
à l'axe de révolution , ou bien ( 1 40) la distance 
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du centre de gravité de la courbe au même axe; 

donc on peut dire : 

Que Faire d'une surface de résK>lution est 
égale à la longueur de la génératrice^ multi-- 
pliée par la circonférence que décrit son centre 
de gravité autour de l'axe de révolution. 

On voit de la même manière que si plusieurs 
courbes situées dans le même plan tournent 
autour d'un axe situé dans ce plan , la somm*e 
des surfaces engendrées est égale à la somme 
des génératrices^ multipliée par la circonfé- 
rence que décrit le centre de gravité de leur 
système. 

Mais il faut observer que , lorsque la géné- 
ratrice ou les génératrices ne sont pas situées 
en entier d'un même côté de l'axe ^ Texpression 
précédente ne donne plus que la somme des 
aires engendrées par les parties qui sont d'un 
côté de cet axe, moins la somme des aires 
engendrées par les parties qui sont de l'autre 
côté. 

On peut appliquer aussi la théorie des centres 
de gravité à la cubature des solides de révolu- 
tion. Et il n'est pas difficile de voir que le vo- 
lume d'un solide de révolution est égal à l'aire 
de la section génératrice^ multipliée par la cir- 
conférence que décrit son centre de gravité au- 
tour de V axe fixe. 
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En effet, si Ton considère un rectangle bcde 
{fig. 45) qui tourne autour de Taxe PZ parai- Fig. 45. 
lèle à l'un de ses côtés be^ il est clair que le so- 
lide engendré par ce rectangle est égal à la dif- 
férence de deux cylindres de même hauteur cd^ 
et dont l'un a pour r^yon la distance ca du 
côté cd^ à l'axe fixe ; et l'autre ^ la distance ba 
du côté be y au même axe. Ce solide est donc 

——a ——a 

exprimé par {fSfuc — fsrab )cd, en nommant *»• 
le rapport de la circonférence au diamètre. Si - 
l'on met ca^^cb, à la place de ab, l'expression 

précédente devient farÇ2ac x, bc^-^bc )cdy ou 

hcxcdx: a^arÇac \ c'est-à-dire égale au 

rectangle bcde, multiplié par la circonférence 
décrite d'un rayon moyen entre les rayons ca 
et ba, ou bien égale à la distance du centre de 
gravité du parallélogramme à l'axe de révo- 
lution. 

Donc, si l'on conçoit la section génératrice 
ZMN comme partagée en une infinité de petits 
rectangles égaux, on pourra dire que le solide 
total engendré est égal à la somme de tous ces 
rectangles, ou à Taire de la section ZMN, mul- 
tipliée par la circonférence moyenne entre 
toutes celles que décrivent leurs centres de gra- 
vité autour de l'axe. Mais cette moyenne cir- 
conférence a pour rayon la moyenne distance 
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de tous œs points au même axe, ou la distance 
du centre de gravité à cet axe; donc, etc. 

On pourrait voir encore , par un raisonne- 
ment à peu près semblable au précédent , que ^ 
si une surface plane terminée par une courbe 
quelconque , se meut dans l'espace, de manière 
que son plan soit toujours (au même point) 
perpendiculaire à une courbe quelconque à 
double courbure y le solide engendré est égal 
à l'aire de la surface génératrice multipliée par 
la longueur de la courbe que parcourt son 
centre de gravité* 

Mais nous ne nous arrêterons pas à démon- 
trer cette proposition, que l'on pourrait déduire 
aussi bien que les précédentes des formules 
connues pour les centres de gravité. Nous ne 
ferons même aucune application particulière 
de cette théorie aux surfaces et aux solides dont 
on a immédiatement la mesure en Géométrie. 
Notre seul but était de montrer ce rapproche- 
ment remarquable de considérations qui pa- 
raissent d'abord étrangères entre elles, mais qui 
s'enchaînent comme toutes les questions sou- 
mises aux Mathématiques , et se fondent , pour 
ainsi dire^ les unes dans les autres, lorsqu'on 
écarte un instant et les idées et les noms que 
l'objet particulier de chaque question nous rap- 
pelle. 
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CHAPITRE IV. 

DES MACHINES. 


168. On définit ordinairement les machines; 
des instrumens destinés à transmettre l'action 
des forces. 

Sous ce point de vue général, tous les corps 
de la nature sont des machines , parce qu'ils 
sont propres à transmettre l'action des forces 
qui leur sont appliquées. Mais lorsque des forces 
réagissent les unes sur les autres par l'intermède 
d'un corps ou système parfaitement libre , il 
est impossible qu'elles se fassent équilibre , à 
moins qu'elles ne remplissent les conditions 
que nous avons établies précédemment :.or, 
au moyen des machines proprement dites , on 
peut mettre en équilibre des forces quelconques 
qui ne satisfont pas à ces conditions; et par 
conséquent, pour mieux caractériser les ma- 
chines , et les distinguer des autres corps , on 
pourrait les définir des instrumens propres à 
mettre en équilibre des forces de grandeurs et 
de directions quelconques. 

Mais, en suivant celte idée, si des forces inca- 
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pables de se faire équilibre sur un corps entière- 
ment libre , peuvent néanmoins se faire équi- 
libre sur une machine, il faut donc en conclure 
que les corps qui forment les machines ne sont 
pas entièrement libres^ mais sont gênés par des 
obstacles qui les empêchent d'obéir au mouve- 
ment que les forces tendent à leur imprimer, 
et leur imprimeraient réellement, s'ils étaient 
libres. Ainsi Ton est conduit naturellement à 
cette définition générale des machines, savoir, 
que les machines ne sont autre chose que des 
corps ou sjrstèmes gênés dans leurs mouvemens 
par des obstacles quelconques^ 

Il n'est pas difficile de comprendre , d'après 
cela , comment des forces de grandeurs quel- 
conques peuvent se faire équilibre sur de têts 
corps ; car il n'est plus nécessaire que les forces 
résultantes soient nulles d'elles-mêmes, mais il 
suffit qu'elles se dirigent vers les obstacles qui 
les détruisent par leurs résistances. Ainsi, à 
l'aide d'un corps solide qui s'appuierait , par 
exemple, contre un point fixe, une force mé- 
diocre ferait équilibre à une très grande force, 
si elle était disposée à l'égard de celle-ci de 
manière que leur résultante commune fût di- 
rigée vers le point fixe : d'où Ton voii que la 
plus petite force seule ne fait pas équilibre à 
la plus grande , ce qui serait impossible , mais 
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qu elle ne sert, en quelque sorte ^ qu à détourner 
TefTort de la plus grande , et à le faire passer 
avec le -sien propre combiné , vers un obstacle 
invincible. 

Au fond^ lorsqu'on fait équilibre à une puis- 
sance quelconque y à l'aide d'une machine y on 
emploie réellement plus de force qu'en appli- 
quant directement une force égale et (contraire 
à celle qu'on veut détruire j si Ton compte la 
résistance de l'obstacle pour une force. Mais 
comme ces résistances qui proviennent des obs- 
tacles sont par elles-mêmes incapables de pro- 
duire du mouvement, et ne peuvent servir qu'à 
le détruire^ nous n'en tenons pas compte^ parce 
que nous ne dépensons réellement que la force 
appliquée. Au reste^ dans la théorie de l'équili- 
libre des machines^ rien n'empêche de considé- 
rer les obstacles comme tenant lieu de forces 
égales et contraires à celles qu'ils détruisent 
actuellement ; et si l'on conçoit qu'on ait ainsi 
substitué à la place de ces obstacles des forces 
qui représentent leurs résistances actuelles y 
ce n'est plus entre les seules forces appliquées 
qu il y a équilibre ^ mais entre les forces appli- 
quées et les résistances ; de manière que les lois 
de l'équilibre des machines deviennent les 
mêmes que celles de l'équilibre des corps par- 
faitement libres. 
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C'est d'après cette considération qne noas 
ayons trouvé à la fin du second chapitre les 
lois de l'équilibre de corps assujettis à diverses 
conditions particulières. Ceux qui auront la 
cet article verront que nous aurions peu de 
chose a y ajouter ici, et qu'il renferme de la 
manière la plus générale la théorie de l'équi- 
libre des trois machines simples auxquelles on 
peut aisément ramener toutes les autres; mais , 
en faveurde ceux qui veulent étudier les ma- 
chines d'une manière plus élémentaire , nous 
allons entrer dans les détails convenables. 

169. Nous réduirons les machines simples à 
trois principales , que Ton peut considérer , si 
Ton veut , dans l'ordre suivant , eu égard à la 
nature de l'obstacle qui gêne le mouvement du 
corps : le levier, le tour, et le plan incliné. 

Dans la première machine , l'obstacle est un 
point Jixe autour duquel le corps a la liberté 
de tourner en tous sens. 

Dans la seconde, l'obstacle est une droite fixe 
autour de laquelle tous les points du corps n'ont 
que la liberté de tourner dans des plans paral- 
lèles entre eux. 

Dans la troisième, l'obstacle est ua plan iné- 
branlable contre lequel le corps s'appuie, et 
sur lequel il a la liberté de glisser. 
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Comme on n'a d'abord considéré celte der- 
nière machine que par rapport aux corps pesans 
qu'on retient en équilibre sur des plans incli- 
nés à l'horizon ^ on lui a donné et elle a gardé 
le nom de plan incliné. 

Nous parlerons successivement de ces trois 
machines , et de quelques-unes qui s'y rap- 
portent, dont l'usage est le plus fréquent. Nous 
ferons abstraction des diverses circonstances 
physiques qui peuvent influer sur l'équilibre , 
telles que le frottement des corps les uns sur 
les autres, et la raideur des cordes au moyen 
desquelles les. forces transmettent leur action 
aux divers points de la machine. Ainsi l'on sup- 
posera que l'action de chaque force se transmet 
suivant l'axe de la corde à laquelle elle est ap- 
pliquée, de manière que l'on pourra considérer 
les cordes comme des fils parfaitement flexibles 
et inextensibles. On verra facilement dans quels 
cas et comment on doit avoir égard aux dia- 
mètres des cordes. Au reste , nous parlerons 
plus loin de ces sortes d'instrumens qu'on a 
mis au rang des machines , et qu'on nomme 
machines funiculaires. Ce que nous en avons 
dit ici suffit pour notre objet. 


• • 
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DU LEVIER. 


170. Soient deux forces quelconques P et Q 
Fig. 46. (fig. 46), appliquées immédiatement ou sui- 
vant des cordons, aux deux points A et B d'un 
levier AFB de figure quelconque ; soit F le point 
fixe, autour duquel le levier a la liberté de 
tourner , et qu'on nomme ordinairement le 
point dappui : on demande les conditions de 
réquilibre, en faisant d'abord abstraction delà 
pesanteur du levier. 

Du point F j'abaisse sur les directions des 
deux forces P et Q deux perpendiculaires FH, 
, FI, qui rencontrent ces directions, prolongées 
s'il est nécessaire , en H et I ; et regardant ces 
deux points comme invariablement liés aux 
points A et B, je suppose que les deux forces 
P et Q y agissent immédiatement. 

Cela posé, j'applique au point F deux forces 
contraires, P' et — P, égales et parallèles à P; 
et, au même point F, deux autres forces con- 
traires Q' et — Q, égales et parallèles à Q. Il est 
clair que le levier reste toujours dans le même 
état. Mais l'on peut considérer actuellement , 
au lieu des deux forces primitives P et Q, 
1°. deux forces P' et Q' respectivement égales 
et parallèles à ces forces, et de même sens, 
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mais appliquées en F; 2**. deux couples (P, — P), 
(Q^ — Q)^ dont les bras de levier sont FH et FL 

Or , la résultante des deux forces P' et Q' est 
toujours détruite par la résistance du point 
d'appui^ si Ton suppose le levier invariable- 
ment lié à ce points de manière qu'il ne puisse 
prendre qu'un mouvement de rotation autour 
de lui. Mais le couple résultant des deux cou- 
ples (P, — P) et (Q, — Q) ne peut jamais être 
détruit par ce point fixe (76) , et par consé- 
quent il faut, pour Téquilibre, que ce, couple 
résultant soit nul de lui-même , ou que les 
deux couples composans (P, — P) et (Q, — Q) 
soient équivalens et contraires. Ces deux cou- 
ples doivent donc se trouver dans des plans 
parallèles, et par conséquent dans le même 
plan, puisque leurs plans se rencontrent déjà 
au point F. En second lieu , leurs mômens 
P X FH , Q X FI doivent être égaux , et ils 
doivent tendre à faire tourner en sens con- 
traires. 

Donc pour VéqidUbre du levier , il est né- 
cessaire et il suffit ; 1°. que les deux forces 
V et (^ qui le sollicitent soient dans un même 
plan avec l'appui; ^2^. que leurs momens par 
rapport à ce point soient égaux ; 3°. qu'elles 
tendent à faire tourner en sens contraires. 

A régalité des momens P x FHfi=Q X FI, 
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on peut substituer la proportion P : Q :: FI :FH, 

, qui exprime que les forces P et Q doivent être 

en raison réciproque de leurs distances au point 

d'appui. 

De la charge du point d appui. 

171. Dans le cas de 1 équilibre , Fappui nW 
pressé que par les deux forces P' et Q' qui y 
sont immédiatement appliquées ; car les deux 
couples (P, — P)^(Q — Q^ étant en équilibre 
d'eux-mêmes 9 c'est-à-dire même en suppo- 
sant que le levier ne soit pas soutenu , il est 
clair qu'ils ne peuvent nullement charger le 
point fixe. 

Ainsi , la pression qu'éprouve le point d ap- 
pui est absolument la même que si les deux 
forces P et Çls'j transportaient parallèlement 
à elles-mêmes y sans changer de grandeur ni 
de sens. 

172. Si l'on achève sur les côtés FP', FQ' 
qui représentent les forces P' et Q' , le paral- 
lélogramme FQ'RP', la diagonale FR repré- 
sentera donc la charge R de l'appui ; et par 
conséquent, si la résistance de cet appui n'est 
pas indéfinie, on pourra juger de quelle résis- 
. tance il doit être capable , pour n'être pas 
entraîné par l'action des forces P et Q qui sol- 
licitent le levier. 
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Comme les forces P' et Q' sont parfaitement 
égales et parallèles aux forces respectives P et 
Qy et de même sens^ les trois côtés et les 
trois angles du triangle FRQ', ou du triangle 
FRP', représentent les six choses que l'on 
peut considérer dans le levier, savoir : les deux 
forces P et Q, la charge R de l'appui , et les in- 
clinaisons mutuelles des directions de ces trois 
forces. 

Donc, si Ton connaît trois quelconques de 
ces six choses, pourvu qu'il y entre la gran- 
deur de l'une des forces P, Q^ R, on pourra 
trouver les trois autres , de la même manière 
que l'on résoudrait le triangle FRQ'. 

173. Observons que tout ce que nous avons 
dit a lieu , quelles que soient la figure du le-^ 
vier et les dispositions mutuelles des forces P 
et Q, et du point d'appui. 

Si les forces P et Q (fig. 47) sont parallèles, Fig: 47. 
on peut mener du point fixe une perpendicu- 
laire commune IH sur leurs directions , et ces 
deux forces devront être en raison réciproque 
des parties FH et FI, comprises entre leurs di- 
rections et l'appui. 

La charge de ce point sera égale à la somme 
des forces P+Q, ou à leur différence P — Q, 
selon qu'elles seront toutes deux de même 

16 
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sens (fig. 4^), ou de sens contraires (fig« 47)- 
Lorsque le levier est droit , les parties HF 
et FI sont proportionnelles aux parties AF et 
BF^ qui sont les distances des points d'appli- 
cation des forces au point d'appui, distances 
comptées sur le levier lui-roême, et que Ton 
nomme proprement les bras de levier ; et 
par conséquent , dans l'équilibre du levier 
droit , les forces sont réciproques à leurs bf^s 
de levier. 

1 74- Si l'on veut considérer Tune des deux 
forces P et Q , la force P, par exemple, comme 
celle qui tend à donner le mouvement à la 
machine , et que l'on nomTnersL la puissance ^ 
et l'autre force Q, comme l'effort qu'il faut 
vaincre, et que l'on nommera la. résistance j 
on pourra distinguer plusieurs espèces de le- 
vier, suivant la place qu'occupe le point d'ap^ 
pui F , relativement à ces deux forces. 

Si l'appui tombe entre la puissance et la ré- 
sistance, on aura le levier de la première espèce 
(fig. 47)> où la puissance a d'autant plus d'avan- 
tage , que son bras de levier AF est plus long. 

Si Fappui laisse la résistance Q entre lui et 
la puissance P, on aura le levier de la seconde 
Fig. 48. espèce (fig. 48), où la puissance a toujours de 
l'avantage. 
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Enfin, si la puissance tombe entre le point 
d'appui et la résistance , on aura le levier de 
la troisième espèce (fig. 49) » ^^^ ^^ puîssano» i^ >8* 49* 
a toujours du désavantage. 

Mais ceâ difierens leviers reviennent tous 
au même sous le rapport de l'é^nibre. Dé 
quelque manière que la puissance et la resisH- 
tance soient disposées entre elles et k Tégard 
du point d'appui 9 si on les transporte toutes 
deux parallèlement a elles-^mémes en ce point, 
il faut toujours que les deux couples qui en 
naissent soient équivalens et contraires : ainsi 
les distinctions précédentes sont inutiles dans 
la théorie, et ne peuvent servir que dans le 
discours. 

175. Si^pposons actuellement que le levier 
soil sollicité par un nombre quelconque de 
puissances P, Q, R, etc. (fig. 5a), toutes situées Fig. 5o. 
dans un même plan avec le point d'^appui F. £n 
abaissant de ce point des perpendiculaires FH, 
FI, FK, etc., sur leurs directions, et consi- 
dérant chaque force P comme transformée en 
une autre égale, parallèle et de même sens, 
appliquée en F, et en un couple (P, — P) qui 
a pour bras de levier la distance FH de cette 
force au point fixe, on verra, comme ci-dessus, 

que la résultante de toutes les forces transpor- 

16.. 
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tde sur le point fixe est toujours détruite par 
sa résistance ; mais que le couple résultant 
doit être nul de lui-même pour l'équilibre , 
comme si la verge était parfaitement libre : 
d'où l'on conclura que la somme des momens 
PxFH, Q xFI, R X FK, etc. , doit être égale 
k zéro f en comptant comme positifs tous les 
inomens des forces qui tendent à faire tour- 
ner dans un sens, et comme négatifs, les mo- 
jnens qui tendent à faire tourner dans le sens 
contraire. 

i : On trouvera aussi que la charge du point 
d'appui est absolument la même que si toutes 
les foi^ces s'étaient transportées parallèlement à 
elles-mêmes en ce point, sans changer de gran- 
deur ni de sens. 

176. Si les forces P, Q, R, etc., agissaient 
dans des plans différens , on verrait de la 
même manière qu'en .transportant toutes ces 
forces parallèlement à elles-mêmes au point 
fixe, tous les couples qui en proviennent doi- 
vent donner un couple résultant nul de lui- 
même, ou doivent être en équilibre entre eux. 

Mais pour exprimer cette condition , il faut 
ici trois équations qui expriment qUe la somme 
des momens des forces , estimés par rapport à 
trois axes qui se croisent dans l'espace au point 
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d'appui^ soit nulle d'elle-même à Tégard de 
chacun de ces axes (65). 

Sur quoi Ton peut observer que les trois 
axes peuvent être menés d'une manière quel- 
conque par le point fixe, pourvu qu'ils ne 
soient pas dans un même plan ; car les trois 
équations précédentes n'assureraient pas alors 
Téquilibre du corps. 

Puisque les couples qui naissent des forces 
transportées au point fixe doivent être en équi- 
libre d'eux*mêmes, il s'ensuit que les forces 
appliquées aux divers points du levier doivent 
se réduire aux mêmes forces , mais réunies 
parallèlement à elles-mêmes au point d'ap- 
pui ; et par conséquent on peut exprimer la 
loi générale de l'équilibre du levier , en di-<- 
sant que les forces appliquées doivent avoir 
une résultante unique qui passe par le point 
fixe : proposition qui parait assez évidente 
d'elle-même I et dont on part ordinairement 
comme d'un axiome , pour arriver aux condi*- 
tions précédentes (i i6 — 1 18)* 

177. Jusqu'ici nous avons fait abstraction 
de la pesanteur du levier. Si l'on veut y avoir 
égard, il faudra considérer le poids de la verge 
comme une nouvelle force appliquée en son 

centre de gravité, suivant une direction verti- 

• 
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cale; et l'on combinera œtte force avec les 
2^ntreSy d après ce que nous avons dit cir-des- 
sus y oDnime si le levier était sans pesanteur. 
Ainsi Ton voit que, dans lé cas, par exemple, 
où toutes les forces et la direction du poids 
du levier se trouvent dans un même plan avec 
l'appui y c'est la somme de tous les momens , 
en y comprenant celui du poids, qui doit être 
égale à zéro pour réquilibi*e. 

Donc, si Ion. veut employer un levier dont 
le poids n'entre pour rien dans l'équilibre des 
forces , on n'aura qu'à le placer de telle sorte , 
que la verticale abaissée de son centre de gra-- 
vite tombe au point d'appui : alors le moment 
du poids étant nul de lui-même, on n'aura 
plus k considérer que les momens des forces 
appliquées. 

178. On a supposé que le point F du levier 
était arrêté dans tous les sens, de manière que 
le levier ne pût avoir qu'un mouvement de 
rotation autour de lui : pour se procurer un 
tel point au-dedans d^un corps, on le traverse 
ordinairement par un essieu ou cylindre in- 
flexible, d'un diamètre quelconque; et lorsque 
le corps tourne autour de ce cylindre, il est 
absolument dans le même cas que s'il tournait 
autour de son axe considéré comme une ligne 
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fixe; et tôu« le» points d'une même section 
plane qui est faite perpendiculairement à Vaxe, 
et dont il résulte un cercle dans le cylindre, 
sont dans le même cas que s'ils tournaient au- 
tour du centre dé ce cercle. 
. A la vérité, dans la disposition précédente; 
le levier n'a point la liberté de pirouetter en 
tous sens autour du, point fixe; mais lorsque les 
forces qu'on y suppose appliquées sont toutes 
dans un plan perpendiculaire à l'axe autour du- 
quel il peut tourner^ les lois de l'équilibre y 
sont parfaitement les mêmes. Au reste on pour- 
rait pénétrer la verge par une sphère fixe qui 
la touchât au m<Hns en quatre points, de ma- 
nière que ces quatre points fussent comme les 
points de contact d'une pyramide circonscrite 
à sa surface : le levier alors en tournant autour 
de cette sphère pourrait être considéré comme 
s'il tournait autour de son centre. 

Mais le plus souvent, le levier ne fait que 
poser sur l'appui fixe , comme on le voit fîg. 4^, 
47 9 43* Alors les conditions données plus haut 
ne suiEsent plus pour Téquilibre , abstraction 
faîte du frottement. Il faut, non-seulement que 
lès forces apjJiquées aient une résultante uni- 
que qui passe au point d'appui, mais encore 
que la direction de cette résultante soit normale 
à la surface de contact du levier avec l'appui : 
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car si elle tombe obliquement sur le ]dan tan- 
gent à cette surface , on pourra la décomposer 
en deux autres^ lune perpendiculaire , et l'autre 
parallèle à ce plan. La première sera détruite; 
mais la seconde obtiendra son effet, et fera 
glisser le levier sur l'appui, comme on le verra 
à l'article du plan incliné. 

De la Balance. 

1 79. La balance ordinaire est un levier du 
premier genre, aux extrémités duquel sont sus- 
pendus par des cordons deux bassins destinés 
à recevoir les corps dont on veut comparer les 
poids. On dispose ordinairement cette machine 
de manière que son centre de gravité passe par 
Fig. 5i. la verticale menée parle point d'appui F (fig. Si) 
et que les bras du levier FA et FB soient par- 
faitement égaux : alors on est sûr que deux 
corps graves qui se font équilibre dans les bas- 
sins ont des poids parfaitement égaux , et par 
conséquent renferment des quantités égales de 
matière. Aiusî, en prenant le poids d'un corps 
pour unité, on évaluera les masses respectives 
des différens corps en cherchant à combien 
d unités de poids ils font équilibre. 

Pour qu'une balance soit juste, il faut donc, 
en premier lieu , que son centre de gravité 
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tombe dans la yérticale menée par le point 
d'appui. 

C'est ce que l'on vérifie sur-le-champ , en 
examinant si la balance est en équilibre d'elle- 
même^ c'est-à-dîre lorsque les bassins sont 
vides ; et si cela n'a pas lieu , on rectifie aisé- 
ment la balance à cet égard , en attachant à 
l'un des bassins ou des ))ras de levier un poids 
convenable qui rétablisse l'équilibre. 

Il faut ^ en second lieu^ que le point d'appui 
divise le levier ou \e fléau en deux parties par- 
faitement égales; et cette seconde condition est 
la plus importante. 

Pour voir si elle a lieu , on n'a qu'à mettre 
deux corps en équilibre dans les bassins ^ et les 
changer ensuite de place. Si les bras de levier 
sont égaux 9 l'équilibre doit subsister encore; 
car les poids qui se sont f.iit équilibre sont 
égaux aussi , et il doit être indifférent de les 
changer de bassins. 

Mais si les bras de levier sont inégaux , l'équi- 
libre sera détruit ; car les poids qui se sont fait 
équilibre sont en raison inverse de ces bras de 
levier : or en les changeant de place ^ le plus 
grand poids agira à l'extrémité du bras de levier 
le plus long, et par cette double raison entraî- 
nera nécessairement l'autre, 

La balance alors sera fausse, et l'on ne pourra 


%So ÉLÉMENS 

la rectifier qu'en chan^aot le point d'appui ou 

le point de suspension de l'un des bassins. 

On pourra néanmoins s'en servir,' et con- 
naître par deux épreuves le poids véritable du 
corps. 

Cdr, soient P le poids inconnu du corps , a: 
etjr les deux bras de la balance; et si^pposoos 
que le poids P , placé dans le bassin qui ré- 
pond au premier bras de levier x , fasse équi*^ 
libre à un poids connu A placé dans* l'autre 
bassin, cm aura 

Px =- A/. 

Mettons actuellement le poids B d^ns le bas- 
sin qui répond au bras de levier/, et suppo- 
sons qu'il fasse équilibre à un poids connu B 
placé dans l'autre, on aura 

Pjr == Bx. 

Multipliant ces deux équations membre à 
membre, il vient 


P* = AB, d'où P= \/AB; 

c'est-à-dire que le poids du corps est moyen 
proportionnel géométrique entre les deux poids 
auxquels il fait alternativement équilibre dans 
les deux bassins de la balance. 
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Ih la Romaine, 


\80m La balance romaîne est aussi un levier 
droit du premier genre p mais dont les bras FA^ 
FB (Hgj, 52 ) sont inégaux. Fîg. Si. 

A l'extrémité A du bras le plus court , on 
suspend ]e corps dont on veut trouver le poids 
Q; on l'attache par un crochet^ ou bien on le 
pose dans un bassin qui est suspendu librement 
au point A » comme dans la balance ordinaire. 
Sur l'autre bras FB de la romaine est un poids 
connu p, mobile au moyen d^un anneau le 
long de ce bras ; de sorte qu'en le faisant glisser 
à une distance convenable FI de l'appui F ^ il 
fait équilibre au poids du corps qui agit de 
l'autre côté. 

Si donc 9 k chaque point I du bras FB^ on 
marquait en nombres le rapport des deux 
forces Q et p qui se font équililnre , on aurait 
un instrument fort conmiode pour peser les 
dîfférens corps ^ k l'aide d'un même poids p qui 
servirait d'unité. Il suffirait, dans chacune cas, 
de chercher le point I où il faut amener Je 
poids mobile p pour contre-balancer le poids 
Q, et l'on trouverait marqué en ce point le 
rapport de Q à/?, ce qui est précisément le poids 
cherché du corps. 
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Lorsque la romaine est tellement construite, 
que le centre de gravité de toute la machine , 
c'est-à-dire du fléau et du bassin, tombe pré- 
cisément sur le point d'appui F , la loi de Té- 
quilibre entre les deux forces appliquées est la 
même que si le levier AC était sans pesanteur; 
ainsi le rapport de Q à p est égal à celui des 
deux bras CI et FA , et dans ce cas il est bien 
facile de construire une romaine , c*est-U-dire 
d en marquer les différentes divisions. 

Mais si le centre de gravité de la machine 
tombe à droite ou à gauche de l'appui, le rap- 
port de Q à/7 n'est plus celui des bras de levier 
IF et AF; il doit être augmenté ou diminué 
d'une certaine quantité qui dépend du poids 

V de la machine , et de la distance de ce poids 

V à l'appui : ainsi les divisions de la romaine 
doivent être changées. Mais on sent, par ce 
que je viens de dire , que ces divisions seroat 
encore distribuées de la même manière; seule- 
ment le point de départ, c'est-à-dire le point 
où Ton doit compter zéro pour le poids Q, ne 
sera plus en F sur Fappui , mais il devra être 

Fig.53, avancé ou reculé en (fig. 53 ), d'une cer- 
taine quantité FO, qu'il est bien facile de dé- 
terminer. 

i8i. Mais sans connaître ni le poids ni le 
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centre de gravité de la romaine , on peut en 
marquer exactement les divisions de la ma- 
nière suivante , que la théorie des couples rend 
la plus naturelle et la plus facile à retenir. 

Je suppose d'abord le bassin vide, où le 
poids Q nul , et je fais avancer le poids mobile 
p jusqu'en un point 0, qui se peut trouver à 
gauche ou à droite de l'appui, mais qui est 
tel, que le fléau AB devienne horizontal. Dans 
cet état, le centre de gravité de tout le sys- 
tème, en y comprenant le poids mobile p, 
passe au point F , et \e poids de toute la ma- 
chine est détriiit. C'est donc au point qu'il 
faudra marquer zéro , puisqu'alors le poids Q 
est tout-à-fait nul. 

Actuellement, je suppose que, dans lé bassin 
vide on mette un poids p' =p; il est clair que 
l'équilibre sera rompu, mais que si Ton éloi- 
gne le poids mobile d'une quantité convenable 
l'équilibre sera rétabli. Ainsi, quand dun côté 
on ajoute au poids , de l'autre côté il faut cher- 
cher ce qu'on doit ajouter au bras de levier 
pour maintenir l'équilibre. Or, qu'on imagine 
la force />' transportée parallèlement à elle- 
même du point A au point d'appui F; elle y 
sera ^détruite, et il ne restera qu'un couple 
{p% — p') appliqué sur FA =r, et dont le 
moment est p'r. Ainsi le poids p' qu'on met 
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dans le bassin ride ajoute de ce c6té de la ro* 
maine un couple ou nlioment pr: il faut donc 
ajouter de l'autre côté un couple égal et con- 
traire (— p#*l*p) q^î ait un même bras de 
levier r. Or , qu'on place ce couple, ce qui est 
permis, sur la lig^ne OHssr : alors la force 
— ^/) détruit son égale et contraire p , et il ne 
reste qae^^p, qui n'est en quelque sorte que 
le poids mobile p qu'on aurait éloigné de la 
quantité OHsrr. On voit donc que pour chaque 
poids p qu'on aj oui erait dans le bassin, il fau- 
drait éloigner le poids mobile de la longueur 
constante rdu petit bras de la romaine; et si 
l'on ajoutait une fraction quelconque de p, il 
est évident, par la même démonstration, qu'il 
faudrait éloigner le poids mobile d'une même 
fraction de r. 

Donc, à partir du point déterminé ci- 
dessus , il faudra porter des parties égales à r, 
et marquer en ces points de division, o, i, 
2, 5 , 4* -5, etc. Et si l'on veut marquer des 
fractions intermédiaires, des dixièmes, des cen- 
tièmes, par exemple, on aura un instrument 
qui pourra servir pour évaluer le poids des 
corps à ces décimales près du poids connu p. 
On voit que la balance romaine peut être 
utile en beaucoup de rencontres où la balance 
ordinaii'e ne serait d'aucun usage, puisque 
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celle^ exige difiereiis poidd pour peser les dif- 
férens corps^ tandis que là romaine n'en exige 
qu'un seul. 

Elle a encore cet aV'antage^ que le point 
d'appui ou de stispen^ion y est moins £stigué 
par la charge ou la pression des corps que Ton 
pèse; car dans la balance ordinaire , cette près* 
sion est double du poids du corps , ou 2Q ; au 
lieu que dans la romaine elle est simplement 
Q +/>, ou seulement Q , c'est-à-dire la moi- 
tié de la précédente, si l'on veut regarder le 
poids/) comme faisant lui -^ même partie du 
poids total de la machine. 

On peut varier cette balance de différentes 
manières , en rendant mobile , au lieu du poids 
p, \e poids Q du corps qu'il s'agit de peser ^ 
ou bien le point de suspension du fléau AB^ 
ce qui donnerait lieu à différentes construc-^ 
tions; mais le principe en est toujours le même, 
et il est inutile de s'y arrêter. 

JDu Peson. 

182. On peut encore, pour évaluer les poids, 
employer un levier coudé ACB (fig. 54), liio- Fig.54. 
bile autour du point fixe C, et dont les bras CA, 
CB font entre eux un angle droit ACB ; et c'est 
cette espèce de balance qu'on appelle le peson. 


a56 ÉLÉMENS 

Je suppose , pour plus de simplicité , que le 
bras CB, au bout duquel le corps est suspendu, 
soit continué de l'autre côté de l'appui d'une 
longueur égale CB' ; de manière que le centre 
de gravité de cette branche BB' tombe préci- 
sément au point C qui en est le milieu. Alors le 
poids du bras CB se trouve détruit dans toutes 
les positions du levier coudé autour du point 
fixe , et l'on peut se dispenser d'y avoir égard. 
Mais pour l'autre bras CA , son propre poids 
contribuera , avec celui qu'on pourrait y atta- 
cher d'ailleurs, à contre-balancer le poids du 
corps. Le plus souvent mêmç, ce bras ou cette 
aiguille est d'une matière assez pesante pour 
que la force p qui en résulte en son centre de 
gravité G fasse toute seule l'office du contre- 
poids. Au reste, je supposerai que p représente 
le poids total de l'aiguille et des corps qui 
pourraient y être attachés , et que le commun 
centre de gravité soit en G, à la distance CG 
de l'appui. 

Cela posé, le peson étary: libre, l'aiguille 
CA tombant dans la verticale CO, et le bras 
CB étant horizontal, je suspends en B un 
corps dont le poids est Q : le bras CB s'a- 
baisse vers la verticale, et l'autre CA s'élève ; 
ainsi la distance BH de la force Q à l'appui 
diminue, et la distance GI de l'autre force /? 
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âu même points augmente; de sorte que le 
levier coudé , pour se mettre en équilibre , 
doit prendre une position où les momens 
<^ X BH et pxGl soient égaux de part et 

d^autre. 

Or, soient <p langle ACO que fait l'aiguille 
avec la verticale , R la distance CG de son 
centre de gravité à Tappui, et r la longueur 
du bras C6 où le corps est suspendu. Comme 
on a GI=Rsin ^, et BH=rcos (p, l'équation 
tle l'équilibre devient /?.Rsin^ = Q.rcos^; 
ce qui donne 

d'où il résulte (puisque les trois quantités p, R 
et r demeurent invariables) que la tangente de 
l'inclinaison (p de l'aiguille croit précisément 
en proportion du poids Q du corps. 

Si donc on adapte au peson un quart de 
cercle COAM, qui représente le secteur que 
l'aiguille peut parcourir depuis la verticale 
CO jusqu'à l'horizontale CM, il est bien fa- 
cile de marquer aux dîflFérens points de cet 
arc les nombres qui répondent aux différens 
poids. 

En effet, qu'on mène la tangente indéfinie 
OT, et qu'on suspende d'abord en B le poids 
que l'on veut prendre pour l'unité ; ce poids 

'7 
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fera monter laîgaille d un certain arc OA ; et 
la direction de cette aiguille étant prolongée 
jusqu'à sa i-encontre en a , avec la ligne OT , 
la partie Oa représentera la tangente de 
cet arc qui répond à l'unité de poids. Ainsi , 
il n'y aura qu'à porter sur la ligne OT, à 
partir du point 0, des parties égales à Oa, et 
par les points de division , tirant des lignes au 
centre C, on aura sur le quart de cercle les 
points correspondans où il faudra marquer les 
nombres o, i, !2, 5, 4> etc. Et si l'on veut 
subdiviser chaque partie de OT en fractions , 
on aura par la même construction les points de 
l'arc où il faut marquer les mêmes fractions 
du poids que l'on a pris pour l'unité. 

i85. Quelque petit que soit le poids p de 
laiguille, on voit par la proportion Q : ^ :; 
Rtang^: r, que ce poids p suffit toujours 
pour contre-balancer un poids Q aussi grand 
qu'on le voudra : car la tangente de <p peut 
devenir plus grande que toute quantité don- 
née. Ainsi, le peson est d'un usage bien plus 
étendu que la romaine, et sous un petit appa- 
reil , cette machine peut servir à peser les 
corps les plus considérables. 

Mais si la tangente de l'arc (p augmente par 
degrés égaux avec le poids Q du corps, l'arc 
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lùi-méme n'augmente que par degrés inégaux 
qui diminuent sans oesse ; et les divisions su- 
périeures du peson deviennent de moins en 
moins sensibles pour les mêmes accroissemens 
de poids. Par conséquent, si l'on veut que la 
machine marque plus nettement ces difie^ 
renées , il ne faut pas que le poids de l'aiguille 
soit trop petit. Aussi, pour peser- de lourds • 
fardeaut ] on charge Taiguille d'un certain 
poids, ce qui lui permet de rester 4?ns la par- 
tie moyenne du quart de cercle, où les inéga- • 
lités de poids sont marquées d'une manière 
plus sensible. 

De lu Poulie. « 

i84- L'équilibre de la poulie se rapporte 
naturellement à celui du levier. 

La poulie est une roue circul^irç ABK 
(fig. 55), mobile dans une chape CN, autour Fig 55. 
d'un axe C. Une partie AB de sa circonfé- 
rence est enveloppée par une corde PABQ 
dont les deux extrémités sont tirées par deux 
forces P et Q. Si Ton mène les deux rajon» 
CA et CB aux deux points extrêmes dé contact, 
on peut regarder les deux forces P et Q comme 
appliquées aux extrémités d'un levier coudé 
ACB , dont les deux bras sont parfaitement 

17.. 
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égaux ; et par conséquent il faut ^ pour Téqui^ 
Kbre , que les deux forces P et Q soient parfai- 
tement égales. 

Pour la charge du centre C de la poulie , 

elle est la même (171) que si les deux forces 

' P et Q s'y transportaient parallèlement à leurs 

directions, en P' et Q'. Ainsi, en achevant 

• sur les deux lignes CP' et CQ' , qui représen- 
tent leurs grandeurs, le losange P'CQ'R, la 
diagonale .€R représentera la charge K du 

• point C. 

Mais si Ton joint ÂB, on formera un trian- 
gle ftoscèle AGB, semblable au triangle FCR, 
et par conséquent Ton aura 

P' ou P : R :: AC : AB. 

f 

C'est-à-dire que l'une des deux Jorces P et 
Q appliquées à la corde ^ est à la charge que 
supporte Vaxe de la poulie comme le rayon 
de la poulie est à la sous-tendante de l'arc 
embrassé par la corde. 

i85. Supposons que Taxe, au lieu d'être 
fixe, soit retenu par une force égale et con- 
traire à la pression qu'il éprouve , et que l'ex- 
Fî-. 06. Irémité du cordon AF (fig. 56) , au lieu d'être 
tirée par la force P, soit invariablement at- 
tachée à un point fixe F; l'équilibre de la 
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poulie ne sera *poiat troublé , et le cordon de-^ 
meurera toujours tendu de la même mapière. 

La puissance Q sera donc à la force qui 
retient le centre de la poulie dans le même 
rapport que ci-dessus. 

Ainsi, en considérant un poids P attaché 
à la chape CN par un cordon dirigé vers le 
centre de la poulie , on aurait : la puissance • 
Q> qui tend à faire monter le poids j^ est à ce 
poids comme le rayon de la poulie est à la 
sous^tendante de F arc embrassé par la corde* 

Lorsque lare est égal au tiers de la demi- 
circonférence , la sous-tendante AB est égale 
au rayon, et la puissance est égale à la résis- 
tance. 

Lorsque les deux parties de la corde sont 
parallèles, la sous-tendante AB (fig, 67) est ^h- s?- 
double du rajon, et la puissance n'est que 
la moitié de la résistance. C'est le cas le plus 
favorable à la puissance, puisque le diamètre 
est la plus grande corde du cercle. 

f 

DU TOUR. 

186. Le tour en général est, comme nous 
lavons dit, un corps solide de figure quelcon- 
que qui n'a que la libeiié de tourner autour 
d'un axe fixe. 
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Mais ce que Ton nomme tour du treuil dans 
l€f$ arts est un cylindre aux bases duquel on 
adapte ordinairement deux autres cylindres de 
même atue, mais d'un diamètre plus petit, et 
que l'on nomme tourillons. Ces tourillons re*- 
Fig. 58. posent sur deux appuis fixes F et H (fig 58), 
et le cylindre , en tournant sur ces tourillons, 
* eist absolument dans le même cas que s'il tour- 
nait autour de son axe considéré comme une 
ligne fixe* 

La résistance que l'on se propose de vaincre, 
ou le poids Q que Ton veut élever, est ap- 
pliquée à une corde qui s'enroule autour du 
cylindre , tandis qu'une puissance P le fait 
^ tourner, soit en agissant par une corde CP 
tangentîellement à une roue (CB) perpendi- 
culaire à Taxe de ce cylindre et solidement 
liée avec lui , soit en agissant à l'extrémité 
d'une barre qui traverse le cylindre à angle 
droit, soit au moyen d'une manivelle, etc., etc. 

Les dénominations du tour varient suivant 
l'objet auquel on le destine et suivant sa po- 
sition. On le nomme ordinairement tour ou 
treuil lorsque l'axe du cylindre est horizontal, 
et cabestan lorsque l'axe est vertical et qu'on 
se sert de barres pour y appliquer la puissance. 
Mais quels que soient Tobjet et la position de 
cette machine, et de quelque manière qu'on 
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lui communique le mouvement , loflUcondi^ 
tîpns de l'équilibre y sont toujours les mêmes. 
Ainsi nous la considérerons ^ pour plu3 de 
simplicité, sous le premier aspect. Nous sup- 
poserons que Taxe AB du cylindre soit hori- 
zontale et par conséquent , le plan de la roue 
vertical ; que la puissance P agisse suivant unp 
direction tangente en un point dpQÛé C à 1? 
circonférence de la roue., let que la resist^Açe 
Q agisse dans un plan para^èle k celui d^ la 
roue , suivant une direction verticale ta^'* 
gente à la surface du cylindre f ou plutôt à la 
circonférence de la section circulaire DIO faite 
dans ce cylindre au point D de contact. 

Il s'agit de déterminer d'abord le rapport 
de la puissance a la résistancfs dans le ca$ de 
l'équilibre , et en second lieu les pression$i 
qu'éprouvent le$ appuis F et H qui soutien- 
nent les tourillons. 

Soit B le centre de la roue, A celui de la 
section DIO. Menez les rayons CU et DA qui 
seront perpendiculaires aux forces respectives 
P et Q. 

Xe transporte la force Q parallèlement à 
ellerméme du point Dau point A. Il en nait 
une force Q' égale, parallèle à Q et de même 
sens, appliquée en A, et un couple (Q, — Q) 
qui a pour bras de levier le rayon DA du cy-. 


!i64 ËLÉMËNS 

, Ijndre.^Je transporte de même la puissance 
P de C en B ; il en naît une force P' égale , pa- 
rallèle et de même sens^ appliquée en B, et 
un couple (P, — P) qui a pour bras de levier 
le rayon CB de la roue. 

Les deux forces P' et Q' , étant appliquées 
aux deux points A et B qui appartiennent à 
Taxe fixe du cylindre, sont évidemment dé- 
truites par sa résistance. 

Mais les deux couples (P, — P) et (Q , — Q ) 
doivent se faire équilibre deux-mêmes; car, 
si l'on transporte , pour plus de clarté , le cou- 
ple (Q, — Q) dans le plan du couple (P, — P), 
ce qui est permis, on voit que ces deux cou- 
ples se composent en un seul qui ne peut ja- 
mais être en équilibre autour du centre B de 
la roue. Le couple résultant doit donc être 
nul de lui-même, et par conséquent les deux 

r couples contraires (P, — P) et (Q, — Q) 
doivent être équîvalens. Ainsi , leurs momens 
PxCB et QxDA doivent être égaux , et l'on a 

P : Q :: DA : CB. 

C'est-à-dire que , pour V équilibre du tour y 
il Jaut que la puissance soit à la résistance 
comme le rayon du cylindre est au rayon de 
la roue. 


DE STATIQUE. a65 

/ 

Des pressions exercées sur les appuis. 

187. lies deux couples (P, — P) et (Q, — Q) 
étant en équilibre deux-mêmes, il n'y a que 
les deux forces P' et Q' qui puissent charger 
Taxe fixe , et par conséquent les appuis : d'où 
Ton voit d'abord que \a pression exercée parles 
forces VetÇl appliquées au treuil est absolur- 
ment la même que si ces forces étaient trans- 
portées sur Vaxe^ parallèlement à elles-mêmes ^ 
dans leurs plans perpendiculaires à cet axe. 

Pour obtenir les pressions individuelles des 
appuis F et H , on décomposera la force Q' en 
deux autres parallèles q et q^, appliquées aux 
points respectifs F et H; et de même la force 
P' en deux autres parallèles/? et p', appliquées 
aux mêmes points. La résultante des deux 
forces p etq exprimera en grandeur et en di^ 
rection la pression de l'appui F, et la résul-* 
tante des deux forces p* et ç' celle de l'appui H. 

Nous avons fait abstraction de la pesanteur 
du treuil. Ordinairement le corps de cette ma- 
chine est symétrique par rapport à l'axe fixe, et 
son centre de gravité tombe sur l'un des points 
de Taxe lui-même. Alors le poids du treuil ne 
trouble point la proportion établie ci-dessus 
entre la puissance et la résistance, mais il change 
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les pressions exercées sur les appuis. Pour con- 
naitre les valeurs réelles de ces pressions y on 
considérera tout le poids du treuil comme une 
force verticale V appliquée en son centre de 
gravité G; et si l'on décompose cette force en 
deux autres parallèles g et g'^ appliquées aux 
points F et H y la résultante des trois forces p^ 
^ et ^ exprimera la charge réelle de l'appui F^ 
et la résultante des trois forces /?', q' et g\ celle 
de lappui H; de sorte que Ton saura de quelles 
. résistances les deux points d appui doivent être 
au moins capables^ pour n'être pas entraînés 
par les efforts combinés des deux forces P 
et Q, et du poids V de la machine. 

188. On a supposé que les cordes DQ, CP 
étaient infiniment déliées ; mais les cordes sont 
ordinairement d'un diamètre fini , ce qui change 
sensiblement le rapport que nous avons établi 
entre la puissance et la résistance. En effet, les 
forces P et Q,'que Ton peut regarder comme 
agissant suivant les axes des cordons, ont leurs 
bras de levier respectifs augmentés des demi- 
diamètres de ces cordons. On n a donc pas 
.alors : la puissance est à la résistance comme 
le rayon du cylindre est au rayon de. la roue; 
'mais bien , la puissance P est à la résistance Q 
comme le rayon du cjlindre augmenté du rayon 
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de la corde DQ ^ est au rayon de la roue aug- 
menté du rayon de la corde CP. 

Si les rayons des cordes DQ et CP sont pro- 
portioonels aux rayons du cylindre et de la 
roue, cette proportion revient à la première, 
comme si les cordes étaient des fils infiniment 
petits , appliques tangentiellement à la roue et 
au cylindre» 

189, Si l'on veut considérer actuellement 
un tour sollicité par tant de forées que Ton von*- 
dra, situées dans des plans perpendiculaires à 
l'axe, on verra, comme ci-desstis, qu'en trans- 
formant chaque force en une autre égale , pa- 
rallèle et de même sens, appliquée sur l'axe, 
et en un couple qui aura pour bras de levier la 
distance de la force à l'axe, toutes les forces 
transportées sur l'axe seront toujours détruite 
par sa résistance, mais que tous les couples 
devront se réduire à un couple nul de lui-même 
pour l'équilibre. Or, tous ces couples étant 
dans des plans parallèles , le couple résultant 
sera égçil à leur somme , et par conséquent il 
faudra, pour l'équilibre, que la somme des 
momens des forces par rapport à l'axe soit 
égale à zéro, en prenant avec des signes con- 
traires les momens des forces qui tendent à 
faire tourner en sens contraires. 
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Pour les pressions exercées sur Taxe fixe, 
elles seront évidemment les mêmes que si toutes 
les forces appliquées s'y étaient transportées 
parallèlement à elles-mêmes^ sans sortir de 
leurs plansîperpendiculaires à cette ligne. 

Lorsque les forces appliquées au treuil sont 
dirigées dans des plans quelconques , on peut 
décomposer chacune d'elles en deux autres, 
l'une parallèle , l'autre perpendiculaire à la di- 
rection de l'axe fixe. Mais les forces parallèles 
étant transportées dans l'axe, leur résultante 
est détruite par la résistance longitudinale de 
cet axe , et leur couple résultant , qui passe par 
le même axe, est détruit par sa résistance trans- 
versale. 11 ne reste donc à considérer, pour 
l'équilibre du treuil , que le groupe des forces 
qui sont situées dans des plans perpendiculaires 
à l'axe fixe; ce qui revient au cas précédent. 

Ainsi, en nommant P, P', P'', etc. , les forces 
appliquées ; &),<»', te>", etc. , leurs inclinaisons 
sur Taxe, et/?, p', p^\ etc. , leurs plus courtes 
distances à cette droite, on aura, pour l'équi- 
libre, l'équation 

?p sin a> -f-P>' sin c^' + P"/?" sin co" + etc. = o , 

ce qui est la condition exprimée au n° t20. 

Quant à Taxe du treuil, il sera pressé, i**. par 

les composantes Psin f«), P' sin &>', Psin a>'', etc , 
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transportées sur cet axe; 2°. par la résul- 
tante des forces parallèles P cos œ ^ Y cos (ê\ 
P"cosû>, etc.^ qui tend à entraîner le treuil 
dans le sens de sa longueur; et 3". enfin , par 
le couple résultant de ces dernières compo- 
santes , ce qui revient à deux forces égales per- 
pendiculaires à Taxe y et qui le poussent en 
sens contraires. 


DU PLAN INCLINE. 


igo. Loi'squ'un point est pressé contre un 
plan inébranlable et inflexible , par une force 
normale à ce plan ^ il est clair que ce point doit 
rester en équilibre 5 car il n'y a pas de raison 
pour qu'il se meuve dans le plan^ d'un côté 
plutôt que de Tautre, puisque toutes les di- 
rections qu'il pourrait prendre font un même 
angle droit avec la direction de la force; et 
d'ailleurs il ne peut se mouvoir à travers le plan 
qui est supposé parfaitement inflexible. 

Réciprorjuement, le point dont il s'agit né 
pourra être en équilibre y à moins que la force 
qui le presse ne soit normale au plan d'appui ; 
car, si elle y était inclinée, cette force pour- 
rait se décomposer en deux autres, l'une per- 
pendiculaire au plan et l'autre située dans ce 
plan. La première serait détruite; mais la se- 
conde obtiendrait son efiet, car il est visible 
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qu'elle ne poun^ait être altérée par la présence 
du j]lan le long duquel elle tend k s'exercer. 
Ainsi, il n'y aurait pas équilibre. 

On peut dire la même chose d'un point qui 
s nppnic sur une surÊice courbe, et le consi- 
dérer comme s'il reposait sur le plan tangent 
mené à la surface par ce point même. Il faut 
donc^ pour l'équilibre , que la direction de la' 
force qui le presse soit normale à ce plan, au 
point de contact ; et voilà pourquoi dans l'équi- * 
libre du levier qui ne fait que poser sur l'ap- 
pui , il faut non-seulement que la résultante 
(les forces y passe , mais encore qu'elle soit per- 
pendiculaire à l'élément de contact du levier 
et de cet appui. 

191 . On voit donc, d'après ce que l'on vient 
de dire, que lorsqu'un corps est tenu en équi- 
libre contre un plan inébranlable , ce plan ne 
peut détruire que des forces dont les directions 
lui sont normales aux difTérens points de con- 
tact., et que par conséquent sa résistance ne 
peut faire naitie que de telles forces en sens 
contraires. 

Donc, si un corps de figure quelconque, sol- 
licité par des forces quelconques P, Q, R, etc., 
lig. 59. (fig. 59), ne s'appuie contre un plan que par 
un seul point , il ne pourra demeurer en 
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équilibre y à lïioins que toutes les forces P^ 4 
Qy R, etc. y qui lui sont appliquées , ne soient 
en équilibre avec une force unique N , qui se- 
i^it normale à ce plan au point 0^ et qui re- 
présenterait sa résistance actuelle. Donc ^ pow 
TéqiUUbre dun corps qui s^ appuie par un seul 
point contre un plun^ il/aut^ i**. que toutes les 

' forces appliquées aient une résultante unique; 
J2**. que la direction de cette résultante soit 
normale au plan; 5^. quHeUe passe au point de 
contact. 

On voit que ces trois conditions reviennent 
à celles qu'on a données plus haut pour l'équi- 
libre du levier qui ne fait que poser sur l'appui. 
Nous aurions pu les trouver par le même rai- 
sonnement et les exprimer de la même ma- 
nière, en disant que toutes lés forces appli- 
quées, étant transportées parallèlement à elles- 
mêmes au point de contact, doivent y donner 
une résultante normale au plan, et que tous les 
couples engendrés doivent donner un couple 

nésultant nul de lui-même. 

192. Lorsque le corps touche le plan par 
plusieurs points A, B, C, D, etc. (fig.ôoj, clia- Fig.60. 
cun des points de contact fait naître une résis- 
tance normale au plan en ce points mais toutes 
ces résistances , étant parallèles et de même 
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» sens, se composent toujours en une seule ^ 
dont la direction tombe nécessairement dans 
l'intérieur du polygone formé par tous les ap- 
puis A^ B, C, D^ etc. Les forces appliquées doi- 
vent donc être en équilibre avec cette force 
unique , et par conséquent ^ lorsqu'un corps 
s'appuie contre un plan par plusieurs points ^ il 
faut y pour V équilibre, que les forces appliquées 
puissent se réduire à une seule, normale au plan y 
et dont la direction tombe dans l'intérieur du 
poljgone Joiiné par tous les points de contact. 
On voit par là que si le corps repose par 
une surface finie ^ la résultante doit rencontrer 
le plan en l'un quelconque des points de cette 
surface. 

De la pression exercée sur le plan. 

igS. Lorsque le corps ne repose que par un 
seul point, il est clair, d'après ce que nous 
venons de dire , que la pression exercée par les 
forces est égale à leur résultante. 

Si le corps repose par deux points A et B 
Fig. 6i. (fig* t)i), la résultante N dont la direction 
tombe nécessairement entre A et B, sur la 
droite qui joint ces deux points d'appui , se dé- 
compose eu deux forces parallèles p et q^ qui 
expriment leurs pressions respectives. 

Soit le point où la résultante N va ren- 
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contrer la ligne AB ; on aura pour la pression p 
du point A, N : ^ :: AB : BO; et pour la pres- 
sion q du point B, N : 9 :: AB : AO ; d'où l'on 
voit que la résultante ou la pression totale N 
étant représentée par la distance AB des deux 
appuis, les deux pressions individuelles de ces 
points sont représentées réciproquement par 
leurs distances à la pression totale. 

Si le corps repose par trois points A , B , C 
(fig. 62) y la résultante N des forces appliquées Fîg.iSi. 
doit passer en quelque point dans Fintérieur 
du triangle ABC (192). Si de l'un des angles , de 
l'angle A , par exemple y on mène la ligne AO, 
et qu'on la prolonge jusqu'à sa rencontre en I 
avec le côté opposé BC , la force N se décom- 4 
posera en deux autres parallèles p et n a|^i- 
quées aux points A et I. Ensuite, la force n se 
décomposera en deux. autres parallèles 9 et r 
appliquées en B et C; de sorte que les trois 
forces p, q, r exprimeront les pressions respec- 
tives des trois appuis A , B , C. 

Formons autour du point 0, comme sommet, 
et sur les trois côtés respectife BC, AC, AB 
comme bases , les trois triangles BOC , AOC , 
AOB. Si Ton représente la pression totale 
exercée en par l'aire du triangle ABC , les 
pressions exercées aux trois angles A, B, C 
seront représentées par les aires respectives des 

18 
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trianglefi fiOC, AOC, AOB formée sur lés côtés 

opposés* 

Car la force N ^ appliquée eil , est à la force 
p , appliquée en A , comme AI est à 01 : mais 
les triangles BAC, ROC, ayant même base 
BCy sont entre eux comme leurs hauteurs ^ où 
comme les lignes AI et 01 également inclinées 
sur la base; on a donc IS : p :: ABC : BOC. 
Mais un même raisonnement prouverait qu'on 

a N : ^ :: ABC : AOC; etJHit :: ABC : AOB; 
donc> etc. 

194* Lorsque le corps s'appuie sur le plan 
par plus de trois points , (ou seulement par 
trois s'ils tombent en ligne droite) , les pres- 
si6ns individuelles des appuis sont indétei*-*- 
minées^ parce qu^il y a une infinité de ma- 
nières de décomposer la force N en d'autres 
forces parallèles appliquées en ces points. 

Il suffit que ces pressions individuelles satis- 
fassent à ces conditions : i^. qu'elles soient 
toutes de même senâ que la pression totale ; 
2"*. qu'elles puissent se coAiposer en une seule ^ 
égalé à cette pression totale et appliquée au 
même point 0. Cette dernière condition exige 
trois équations, dont la première exprime que 
la somme des pressiions est égale à la pression 
totale; et les deux autréâ, que la sommé âes 
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momens des pressions individuelles , par rap- 
port à deux axes quelconques tirés dabs le plan 
dés appuis , est égale au moment dé la pres- 
sion totale y pai* rapport aux mêmes axes 
(84-127). 

ig5. Si Ton veut considérer actuellement 
Féquilibre d'un corps qui s'appuie à la fois 
contre plusieurs plans ^ on observera que cha- 
cun de ces plans fait naître ^ aux divers points 
de contact^ des résistances de même sens^ pen^ 
pendîculaires à ce plan, et qui par conséquent 
se composent toujours en une seule , perpen- 
diculaire au même plan. Il faut donc que toutes 
les forces appliquées soient en équilibre avec 
ces diverses résistances , qui seront en même 
nombre que les plans d'appui; et par conséquent 
lesf forces qui tiennent en équilibre un corpft 
appuyé sur plusieurs plans doivent toujours 
se réduire a autant de forces , dirigées perpen** 
diculairement vers ces plans respectifs , et qui 
tombent > pour chacun d'eux , dans Vintérièur 
du polygone formé par les points de contàcti 

196. On voit par là que si le corps nh â'àp^ 

puie que sur deux plans^ en deux poiiDts par 

exevsfie, et n'est sollicité que par une seule 

forée f <m far des forces qui aietit une résul- 
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tante unique, cette force ou cette résultante 
unique doit pouvoir se décomposer en deux 
autres dirigées suivant les " normales menées 
aux deux plans par les points de contact. Ainsi^ 
il faut que les deux normales aillent concou- 
rir en un même point situé sur la direction 
de la force qui presse le corps , et se trouvent 
dans un même plan avec elle. D'ailleurs ^ cette 
force doit être dirigée dans l'angle des deux 
normales, qui est opposé à celui des deux 
plans, et son action doit avoir lieu vers cet 
angle , afin que ses deux composantes suivant 
les deux normales tendent à pousser le corps 
contre les plans , c'est-à-dire en sens contraires 
des résistances qu'ils font naître. 

197. Si le corps s'appuie par trois points sur 
trois plans différens, la force qui le presse doit 
être réductible à trois autres, dirigées suivant 
les trois normales menées aux plans par les 
points de contact. 

Mais il ne faut pas conclure de là que les 
trois normales doivent concourir en un même 
point sur la direction de la force, ni même 
qu'il doive y avoir une seule rencontre entre 
deux de ces quatre lignes; car trois forces qui 
ne se rencontrent pas peuvent se composer en 
une seule , et une seule force peut se décom- 
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poser suivant trois directions qui ne rencon- 
tirent pas la sienne^ et qui ne se rencontrent 
pas entre elles (76). 

application de la théorie à quelques exemples. 

198. Ce que nous venons de dire, contient 
toute la théorie 4e l'équilibre des corps qui 
s^appuient sur des plans. Nous allons en faire 
quelques applications très simples. 

Soit un corps de figure quelconque ^ appuyé 
par un nombre quelconque de points ^ ou par 
une base finie, contre un plan inébranlable 
LDK (fig. 63), et sollicité par deux forces? Fig.63. 
et Q qui le tiennent en équilibre suf ce plan. 

D'après ce qu'on a trouvé (192), les deux 
forces P et Q doivent donner une résultante 
unique N normale au plan; par conséquent 
leurs directions doivent concourir en quelque , 
point, comme en F, et se trouver dans un plan 

perpendiculaire au plan LDK. De plus, la di-*- 

» 

rection de cette résultante doit aller rencon-»- 
trer le plan LDK en l'un des points de con- 
tact du corps, ou dans l'intérieur du polygone 
formé par les points de contact. 

Supposons que toutes ces; conditions soient 
remplies , et voyons simplement quels sont les 
rapports des forces P , Q , et de la pression N 
exercée sur le plan. 
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Puisque les forces P et .Q ont une rësultantf 
normale au plan , il faut que ces deux forces 
soient réciproquement proportionnelles aux 
sinus des angles PFN , QFN , que leurs direc- 
tions forment avec la normale abaissée du point 
F sur ce plan : car on a vu (56) que deux 
compostantes sont toujours en raison récipro- 
que des sinus des angles que leurs directions 
forment ayçc celle de Içur résultante; pu ^ 
dooi; 

Q : P :: sin PFN : sin QFN. 

On a d 4|lleuirSj^ ppur la résultante N r 

P : N :: sin QFN : sin PFQ. 

De sorte que chacune des forces P, Q, N, peut 
être représentée par le sinus de l'angle formé 
par les directions des deux autres. 

Ainsi , toutes les questions que l'on pourrait 
proposer sur les rapports des trois forces P , 
Q, N, et sur leurs directions, se réduisent à 
la résolution d'un triangle dont les trois côtés 
représenteraient les grandeurs des forces P, 
Q, N, et les trois angles, leurs inclinaisons 
mutuelles. 

199. Supposons que la force P représenta le 
poids du corps lui-même , sa direction FP ser^ 
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Tçrtiç^le et passerit au centre de gravite de ce 
corp^. 

Menons le plan horizontal LDH qui coupe le 
premier suivant LD^ et nommons le plan LDK, 
sur lequel le corps s appuie , le plan incliné. 
Le plan des deux forces F et Q ^ qui sera ^ d'une 
part , perpendiculaire au plan incliné , comme 
passant par la normale ¥N, efcde l'autre per- 
pendiculaire au plan horizontal , comme pas* 
sant par la verticale FP^ coupera ces deux 
plans suivant deux droites ÂB , AC , pei^n^ 
diculaires à jieur commune intersection LD^ 
et qui comprendront entre elles Tangle formé 
par le plan incliné avec l'horizon. 

Représentons simpleiyient le plan horizan- 
tal par l'horizoptalç AC (fig. 64 )f et le plaQ Fîg.64. 
incliné^ par la ligne AB pbliqu^ k la pr^n;iièr<9»» 
D'un point quelconque B ^ pri^ sur ABt 9h#)^ 
sons une perpendiculaire BC sur AC , et dans 
le triangle rectangle ABC nommons^ suivant 
l'usage^ l'hypoténuse AB, la longueur du plan 
incliné ; le côté BC^ sa hauteur ^ elle côté AC, 
sa base. 

La ligne FP étant perpendiculaire à AC, 
l'angle PFN sera égal à Tangle BAC, et la 
proportion Q : P :: siu PFN : sin QFN, de- 
viendra 

Q : P :: sin BAC : sin QFN. 
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Si la puissance Q est doiiDee en grandeur 
seulement ^ on trouvera par cette proportion y 
où il n'y aura que sin QFN dlnconnu , sous 
quel angle QFN cette puissance Q doit agir 
pour faire équilibre au poids P. Or^ comme à 
un même sinus répondent deux angles sup- 
plémens l'un de l'autre , on voit que la même 
puissance Q pourra être employée de deux ma- 
nières différentes pour faire équilibre à la ré- 
sistance : soit en faisant avec la normale FN 
au plan incliné ^ un angle QFN trouvé par la 
proportion ci-dessus; soit en faisant avec la 
même ligne l'angle QTN supplément du pre- 
mie 

On trouvera , par la même proportion , la 
grandeur de la puissance Q, lorsque l'on con- 
naîtra sa direction, ou Tangle QFN qu'elle 
forme avec la normale. 


200. Le cas où la puissance Q est la plus 
petite à l'égard de la résistance P, est celui 
où l'angle QFN a le plus grand sinus , puisque 
la puissance est toujours en raison inverse de 
ce sinus ; mais le plus grand sinus répond à 
l'angle droit; donc la puissance est alors per- 
pendiculaire, sur la normale FN, ou parallèle 
au plan incliné. 
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Dans ce cas , l'angle QFN est égal à l'angle 
droit ACB (fig. 65 ), et la proportion précé- Kg»- 
dente devient Q : P :: sin BAC : sin ACB; mais 
dans le triangle ABC , les sinus des angles A- 
et C sont proportionnels aux côtés opposée 
BC , AB , et par conséquent l'on a 

Q : P :: BC : AB ; 

c'est-à-dire que , lorsque la puissance est pa-^ 
raltèle au plan incliné y elle est au poids du 
corps qu^eUey retient en équilibre y comme la 
hauteur du plan est à sa longueur. 

20 1. Un corps pesant, abandonné à lui- 
même sur un plan incliné, ne tend donc à 
glisser le long de ce plan qu'en vertu de la 
pesanteur diminuée dans le rapport de la hau- 
teur du plan à sa longueur, et c'est cette pe- 
santeur le long du plan que l'on nomme la 
pesanteur relative , par rapport à la pesanteur 
le long de la verticale, que l'on nomiae pesan^ 
teur absolue. On voit que la pesanteur absolue 
étant représentée par la longueur du plan in- 
cliné , la pesanteur relative est représentée par 
sa hauteur; ou bien , la pesanteur absolue étant 
représentée par le sinus de l'angle droit ou 
par l'unité, la pesanteur relative est représentée 
par le sinus de l'inclinaison du plan. Lorsque 
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cette inclinaison est nulle y ou lorsque le plan 
est horizontal 9 la pesanteur relative est nulle ^ 
et le corps reste en repos sur le plan , comme 
cela doit être; lorsque l'inclinaison du plau 
est égale au tiers d'un angle droit, la pesan-» 
teur relative est la moitié de la pesanteur ab- 
solue; elle se confond enfin avec la pesanteur 
absolue ^ lorsque l'inclinaison du plan est égale 
à l'angle droite et que ^par conséquent ^ le plan 
incliné est devenu vertical. 

En général ^ pour comparer les pesanteurs 
relatives sur des plans différemment inclinés ^ 
on n'aura qu'à comparer les sinus de leurs in- 
clinaisons. 

Donnons la même hauteur BC à deux plans 
différemment inclinés^ et adossons les comme 
Fig.66\ on le voit dans la figure 66 : les pesanteurs le 
long de ces plans seront réciproques à leurs 
longueurs AB , BD ; car elles sont directement 
proportionnelles aux sinus des angles A et D 
qui mesurent les inclinaisons des plans, et, 
dans le triangle ABD , ces sinus sont propor- 
tionnels aux côtés opposés BD et AB. 

Donc, si l'on a deux corps pesans M et N 
appujés sur ces plans adossés, et qu'on les lie 
entre eux par un fil qui passe sur une poulie 
de renvoi placée en B, de manière que les 
deux ps^rties rectilignes à\\ fil soient parallèles 
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k ces plaos respectifs , ces deux corps ne pour- 
ront se faire équilibre , à moins que leurs 
masses ne soient proportionnelles aux lon- 
gueurs AB et BD des deux plans sur lesquels ils 
reposent. 

202. Lorsque la puissi^nce Q (fig. 67) estFig.67, 
horizontale ^ et par conséquent parallèle ^ la 
base AG 4u plan incliné , T^ngle QFN devient 
égal k Twgle ABC , et Ton a 

Q:P :: sin BAC : sin ABC , 

ou bien 

Q:P::BC:AC; 

c'est-à-dire que, si la puissance est horizon- 
tale^ elle est au poids du corps qicelle tient en 
équilibre sur le plan incliné^ comme la hauteur 
du plan est à sa base. 

2o5. Le cas où la puissance est la plus grande 
à l'égard du poids, est le cas où l'angle QFN 
devient nul. La puissance Q est alors perpen- 
diculaire au plan incliné , et la proportion 
Q : P :: sin BAC : sin QFN doniie pour sa va- 

I ^ Px sin BAC 
leur, Qc;;:? -^ — ?=oo • 

U nfy a donc pas, à proprement parler, de 
mojcimum pour la puissance ; mais ce résultat 
Rous apprend qu'aucune force, quelque grande 
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qu'elle soit, ne peut empêcher un corps pe-» 
sant de glisser le long cTun plaa incline , eit 
le pressant perpendiculairement contre ce plan. 
Si nous voyons tous les jours arriver le con- 
traii^^ c'est que les surfaces des corps , même 
les mieux polis , sont hérissées d'une infinité 
d'aspérités qui s'engagent entre elles dans le 
contact de ces surfaces, et les empêchent de 
gNsser librement les unes sur les autres. Or, 
nous avons fait abstraction de cette propriété 
des corps, et de la résistance particulière qui 
en résulte, et que l'on nomme la force du 
frottement. 

204 • Lorsqu'un corps pesant s'appuie à la 
fois sur plusieurs plans inclinés, en considérant 
son poids comme une force verticale qui passe 
par son centre de gravité, on trouvera les 
conditions de l'équilibre d'après ce qui a été 
dit (igS), et les pressions respectives que souf- 
frent les points de contact, lorsque ces pres- 
sions seront déterminées. 

Si nous considérons simplement le cas où le 
Fig. 68. corps est soutenu aux deux points I et (fîg. 68) 
par deux plans inclinés HI, HO, il faudra (196) 
que les deux normales lA , OA, à ces plans, 
aillent concourir en un même point A de la 
verticale GP qui passe au centre de gravité G 
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du corps, et qui représente la direction de son 
poîds. De plus, comme le poids P de ce corps 
doit pouvoir se décomposer suivant ces nor- 
males, il faudra qu'elles soient toutes deux 
dans un même plan avec la direction GP, et 
par conséquent, dans un plan vertical. 

Ces conditions suffisent pour l'équilibre, et 
si l'on prend , sur la direction du poids , une 
partie quelconque AD, qui représente sa quan- 
tité, et qu'on achève sur AD comme diago- 
nale, et suivant les directions AI et AO, le 
parallélogramme ABCD , la force P se dé- 
composera en deux autres, représentées par 
les côtés AB et AC de ce parallélogramme. 
Ces deux forces seront respectivement détruites 
par les deux plans inclinés, et donneront en 
même temps les valeurs de leurs pressions in- 
dividuelles. 

■Observons que le plan des deux normales 
lA, OA, étant à la fois perpendiculaire aux 
deux plans inclinés, est perpendiculaire à leur 
commune intersection ; mais ce plan est en 
même temps vertical , puisqu'il, passe par la 
verticale GP : donc la commune intersection 
des deux plans inclinés doit être perpendicu- 
laire à un plan vertical; donc elle est hori- 
zontale. Ainsi un corps pesant ne peut res- 
ter en équilibre entre deux plans inclinés , 
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à moins que leur intersection ne soit hori-? 
aontale^ ce qui paraissait d'ailleurs assez évi- 
dent. 

De la vis. 

2o5. La vis est une machine qui ée rap- 
'porte à là fois au levier et au plan incliné. 
Ott y considère en général l'équilibre d'un 
corps qui se trouve en même temps assujetti 
à tourner autour d'un axe fixe, et à descendre 
unifôtTnément le long de cet axe, en s'ap- 
puyant sur une surface inclinée. 

Mais j^our expliquée clairement la constril(> 
tidti de cette machine, considérons d'abord un 
Fig. 69. eyliflclre droit ABCD (fig. 69) que l'oû déve- 
loppe éur tïn plan. Le développement est un 
rectangle BEMC dont la base BE est égale en 
longueur à la circonférence du cylindre, et 
peut s'exprimer par l^r^ en nommant p le 
rdyon du cylindre , et ^zsr le rapport dé la cir- 
conférence au diamètre. 

Divisons le côté BC en parties égales BR, 
RQ, QP, etc. ; et, après avoir pris sur ElVf la 
partie EG=t=BR, menons BG, et lés parallèles 
RH, QK,etc. 

8i l'on replie le rectangle BEMC sur le cy- 
lindre, la suite des droites BG, RH, etc., tra- 
cera sur sa surface une courbe continue que 
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Ton nomme hélice > la première droite BG y 
foi*mant une portion de Thëlice^ qui com« 
mencera en B^ et aboutira en R^ où elle sera 
continuée par la seconde droite RH^ et ainsi 
de suite. Chacune de ces portions de Fliélice ^ 
dont les deux extrémités viennent aboutir sur 
la même génératrice , et qui fait ainsi le tour 
entier du cylindre, se nomme spire; et Tin- 
tervalle compris entre deux spires consécu- 
.tiyes, mesuré le long de la génératrice^ et qui 
est partout le même ^ se nomme le pas de 
rhélice. 

Puisque^ dans le développement du cylindre, 
l'hélice est une suite de lignes droites paral- 
lèles, il est clai^ que la propriété caractéris- 
tique de l'hélice est d'être partout également 
inclinée aux diverses génératrices qu'elle va 
rencontrer sur la surface cylindrique. Lorsque 
le jcylindre est vertical^ elle est donc partout 
également inclinée à l'horizon , et uti point a, 
qui repose sur cette hélice, et qui peut être 
regardé comme situé sur la tangente en ce 
poinl;^^ est dans le même cas que s'il reposait 
en a^ sur un plan incliné QHK, dont la base 
est QH =; 2<zrr, et dont la hauteur HK est 
égale au pas de l'hélice , et sera désignée sim- 
plement pa:r h. 
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aoô. Si l'on suppose donc que le point a 
soit pressé sur l'hélice par une force verticale /?, 
et soit retenu en même temps par une force 
Horizontale y^ qui^ appliquée tangentiellement 
au cylindre^ empêche ce point de glisser sur 
l'hélice, on aura (202) 

f\p ::HK:QH, 

ou f\pxih\ ti^arr. 

Menons par le point a l'horizontale ao^ qui 
rencontre en o l'axe FI du cylindre, que je 
suppose fixe. Prolongeons indéfiniment cette 
droite, et considérons-la comme un levier in- 
flexible, mobile autour du point fixe o. 

Au lieu d'appliquer immédiatement au point 
a une force horizontale^J pour retenir ce point 
sur l'hélice, on pourrait appliquer une autre 
force parallèle q en un point quelconque du 
levier bo ; et cette force q ferait sentir au point a 
la même impression que la force^^ si elle était 
à celle-ci dans la raison réciproque des deux 
bras de levier bo et ao , c'est-à-dire (en fai- 
sant io =R , et observant que ao est le rayon r 
du cylindre), si l'on avait 

q:f\: / :R; 

mais on a trouvé ci-dessus 
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Donc y en multipliant par ordre , on aura 

q : p :: h: 2^K; 

cest-à-dire que la puissance horizontale q 
sera à la force verticale p qui presse le point a 
sur rhélice , comme le pas de l'hélice est à la 
circonférence que tend à décrire la puissance q 
autour de Taxe du cylindre. 

Observons qi\e.le rayon /^ du cylindre^ ou 
la distance de l'hélice à l'axe, n'entre plus dans 
cette proportion. Ainsi, Ton aura toujours le 
même rapport entre la puissance q et la force/?, 
quel que soit le cylindre sur lequel Thélice est 
tracée , pourvu que le pas de cette hélice soit 
le même. 

On ne doit pas perdre de vue d'ailleurs que 
l'on n'a supposé le cylindre vertical que . ppur 
mieux fixer les idées et simplifier le discoqrs ; 
mais que tout ce qu'on a dit de la force verti- 
cale p et de la puissance horizontale q , doit 
s'entendre en général d'une force parallèle à 
l'axe du cylindre , et d'une puissance qui agi- 
rait dans un plan perpendiculaire au même 
axe, à la distance R de cette ligne. 

207. Actuellement il n'est pas difficile de 
définir la vis et de trouver, les conditions de 
son équilibre. 

La VIS est un cylindre droit revêtu d'un 

'9 
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filet saillant engftndxé par 1« plafi d'un triangU, 
ou d'un parallélogramme f ou d'une figure 
quelconque qui, s'appuyant par sa base sur 
.une génératrice^ tourne autour de Y&te du cy- 
lindre , en descendant le long d'une hélice tra- 
cée sur sa surface. Tous les points qui com* 
posent 1^ filet de la vis peuvent donc être 
regardés comme appartenant k des héliceâ dé- 
crites sur des cylindres de même axe^ mais 
de rayons différens. Or, toutes ces hélices ont 
évidemment le même pas , et c'est ce que l'on 
nQmme le pa^ de la vis. 

La génération de Yécrou est la même. Con- 
eevons une pièce M, de figure quelconque, 
pénétrée par le cylindre : le triangle ou le par 
rallélogramme qui produit sur le cylindre le 
filet de la vis, produira dans Tintérieur de 
cette pièce un sillon ou creux parfaitement 
égal au filet, et que celui-ci remplira exacte- 
ment; et cette seconde pièce, qui peut être re- 
gardée comme le moule de la première , forme 
Yécrou de la vis. 

Maintenant, si lune de ces deux pièces est 
fixe, il est clair que l'autre lui est tellement 
assujettie, qu'elle n'a plus que la liberté de 
teumer autour de l'axe du cylindre, et de des* 
cendre en même temps sur la seconde, comme 
sur une surface inclinée. Il y a donc, entre 
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3eë forces qui se feraient équilibre sur la {nècé 
mobile , des relations particulières qui dépens 
dent de son assujettissement à la seconde ; et 
ce sùB% ces relations qui constituent les con^ 
ditions de FéquUibre dans la vis. 

On ne considère ordinairement que deux 
forces appliquées à la pièce mobile : l'une P 
parallèle à l'axe y et qui tend à la faire descendré 
en tournant autour de cet axe '; Fautre Q située 
dans un plan perpendiculaire à l'axe, et qui, 
au moyen d'un levier, tend à la faire remonta 
ter en sens contraire. Pour fixer les idées , nous 
supposerons ici que l'écrou soit mobile (fig. 70) Fîg. 70. 
et que la vis soit fixe : le rapport des deux 
forces P et Q serait absolument le même dàm 
le cas où , Tccrou étant fixe , la vis serait 
mobile. 

D'abord, si l'écrou ne posait que par un seul 
point sur le filet de la vis , ^n nommant h le 
pas de la vis , et R le bras de levier de la puis- 
sance ou la distance à l'axe , on aurais, d'aprèft^ 
ce qu'on a vu , 

Q : P :: A : 20rR. 

• 

Mais , en quelque nombre de points que 
l'écrou s'appuie sur le filet, on peut imaginer 
que la résistance P est décomposée en autant 
de farces parallèles p, p', />", etc., qui près- 

19.. 
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sent en ces diflfërens point), et que la puis- 
sance Q est partagée en autant de forces q^ ((^ 
q^\ etc. , dont chacune fait équilibre en par- 
ticulier à la ftfrce qui lui répond parmi les 
forces Pf p\ p^' 9 etc. ; et , comme on a cons- 
tamment 

q l p y. h\ 2^R, 

q' : p' :: h : a^R, 
q":p":: h : a^R, 

etc., 
en aura 

q+q' -{•<('* . . ou Q ip^p^+p'» . . ou P : : A : 2^R; 

c'est-i-dire que , dans réqui libre de la vis, la 
puissance qui tend à faire tourner Vécrou, est 
à la résistance qui le presse dans le sens de 
ïaxey comme le pas de la vis est h la circon- 
férence que tend à décrire la puissance. 

Ainsi la puissance a d'autant plus d'avan- 
tage pour contre-balancer la résistance, ou 
pour comprimer dans le sens de Taxe de la vis, 
que cette puissance agit à une plus grande 
distance de Taxe , et que le pas de la vis est 
moindre. 

Du Coin. 

:2o8. Le coin est un prisme triangulaire AF 
f>s- 72(fig. 72), que l'on introduit par lune de ses 
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arêtes EF entre deux obstades , pour exercer 
latéralement deux efforts qui tendent à les 
écarter. • 

L'arête EF^ par laquelle le coin tend a 
s'enfoncer f se nomme le tranchant du coin ; 
les deux faces adjacentes ADFE^ BCFE^ se' 
nomment les côtés ; et la face opposée ÂBCD , 
la t^e. 

C'est sur cette face qu'on applique le coup, 
au moyen d'un marteau ou d'un corps quel- 
conque. Quelle que soit la direction du choc, 
on peut toujours concevoir son action comme 
décomposée en deux autres, l'une perpendi- 
culaire à la tête du coin, et qui obtient tout 
son effet sur lui; l'autre parallèle, et qui ne^ 
lui imprime aucun mouvement , parce qu'elle 
ne peut tendre qu'à faire glisser le marteai» 
sur ce coin. 

9 

Nous supposerons donc sur^-le-champ que 
la puissance soit appliquée perpendiculaire- 
ment à la tète du coin, et nous chercherons 
simplement les efforts qui en résultent contre 
les deux obstacles perpendiculairement aux 
deux côtés. 

Par la direction de la puissance P , et per- 
pendiculairement aux arêtes du coin , faisons 
passer une section MNO (fig. j5) } la ligne MN Fig 7?; 
pourra représenter la tète du coin, et les deux 
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lignes MO et NO les deux côtés. D-tm point A^ 
pris sur la direction de la puissance^ abaissons 
deux perpendiculaires AB^ AC sur les côtés 
MO, NO ; prenons la partie AD qui représente 
la qniintité et la dîrection de' la puissance P y. 
et achevons le parallélogramme ABDC. 

La puissance P, représentée par AS), se dé- 
composera en deux autres Q et R , représentées 
par ÀB et AC , et <pii exprimeront les efforts 
exercésperpendiculairement aux côtés MO, NO; 

On aura donc, F:Q:R, comme AD:AB:AC; 
ou, en mettant BD au lieu de AC, comme 
AD : AB : BD, c'est^rdire, comme les troî» 
côtés du triangle ABD. 

Mais ce triangle est semblable au trianglie 
MNO, parce que les côtés AD, AB, BD ^ont 
respectivement perpendiculaires aux trois côtés 
MN, MO, NO. 

On aura donc 

P:Q:R :: MN:MO:NO; 

c'est-à-dire que , la puissance étant représen-^ 
tée par la tête du coin y les deux forces qui en 
résultent perpendiculairement aux côtés se^ 
ront représentées par ces côtés eux-mêmes. 

Si le triangle MNO est isocèle , les deux 
forces Q et R sont égales , et la puissance P est 
à Tune d'elles comme la tête du coin est à l'ut» 
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des o6téi > ^'on peat oominer dans ce eâs H 
longueur da coia. 

On Toit^ par ce que dous yenoiis dé dire^ 
qu'à pDissâuees égalf^^ Feffort exercé par te 
coi|i est d'autaat plus grand , que la tètfr eii 
est plus petite par rapport à la longtieur. 

Da quelques Machines e&mp&sées. 

2og. Jusqu'à pnésent nous |i*avons wmiéré- 
qu'un seul corps solide > gèaé dans ses mott*^ 
reinens par difiRérens obstacles ; et c'est ce q^î 
forme les diverses machines simples. Nous al^ 
Ions considérer actuellement un. assemblage de 
machines simples qui réagissent les unes sut? 
les autres eu vertu de leur liaison mutuelle ; 
et e'est ce que l'on nomme une maehinA- 
composées. 

Si l'on ne suppose; que deux forces appèi^ 
quées à la machine ccmiposée, on yta't que 
la machine sirafJe, qui reçoit immédiatexneitt 
l'action de l'utie d'elles^ transmet cette action,, 
d'après les lois de son équilibre, à la macfawe 
sii&plô avec kquelle elle est liée ; que oelli^ 
ci la transmet de même i la machine suivante ; 
«I ainsi de suite,, jusqu'à lat demière qui ccim- 
muniqûe l'aetion à k Seconde forcer ou à 1» 
feésistdtice qci'il ÎAiki taiticre. Ainsi il ést fou-- 
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jours fiicile de déterminer le rapport de h 
puissance à la résistance , par une suite de pror 
portions données par les lois de l'équilibre des 
machines intermédiaires; et c-est ce qu'on ya 
vérifier tout à l'heure sur quelques exemples 
très simples. 

Mais nous devons faire observer que les 
questions suivantes se rapportent naturellement 
au problème le plus général de la Statique, 
c'e8t-4i-dire ifonf partie de cette théorie étendue 
où l'on recherche les lois de l'équilibre dans les 
systèmes dont la figure est variable suivant 
des conditions quelconques données. Les deux 
axiomes qui servent de base à cette théorie 
sont : •* 

i^. Que si un sjrstème quelconque de points 
est en équilibre ^ chaque point doit être en 
équilibre de lui-même^ tant en vertu des forces 
qui lui sont immédiatement appliquées ^ qu^en 
vertu des résistances ou réactions qu'il éprouve 
de la part des autres points du sjstème / 

a"". . Que deux points ne peuvent agir Hun 
sur Vautre que dans la direction de la droite 
qui les jointe et que V action est toujours égalé 
et contraire à la réaction. 

Au moyen de ces deux axiomes et des con-' 
ditions connues de l'équilibre d'un corps libre^ 
on peut trouver les conditions de l'équilibre 


DE STATIQUE. 397 

d'un système quelcorique de corps , pourvu 
qu'on sache évaluer les résistances qui naissent 
de leur liaison mutuelle : car ces résistances 
étant une fois évaluées , il ne s'agit plus que 
de les combiner avec les forces données im- 
médiatement par la question , et d'exprimer 
les conditions de réquilibré.de chaque corps, 
comme s'il était parfaitement libre dans l'es- 
pace. 

Quoique nous ne puissions , sans passer les 
bornes de cet Ouvrage , traiter ici ce sujet 
avec toute la généralité dont il est susceptible, 
nous donnerons néanmoins les conditions de 
l'équilibre de quelques systèmes variables 
qu'on emploie souvent dans les arts, et que 
l'on a coutume de considérer dans lés élémcns 
de Statique, parce que les réactions des dif- 
férens corps les uns sur les autres y sont très 
faciles à évaluer, et ne supposent guère que 
la composition des forces et les deux axiomes 
précédons • 

Des Cordes. 

2IO. Considérons premièrement un polj'^ 
gone funiculaire f c'est-à-dire un assemblage 
dé points liés entre eux par des cordons par- 
faitement flexibles^et inextensibles. 

On sait d'abord que si trois forces P, Q , R 
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^if-74' (%• 74) dirigées suiraot les axes de Itois cor^ 
dons APf AQ, AR^ sont en équilifiihe aiitour 
d*un même point A^ chacune de ces forces 
doit être égale et directement opposée à la 
résultante des deux autres. 

n faut donc , i *• que les axes des trois cor- 
dons soient dans un même plan ; â^. i^é hi 
rapports des forces soient tels^ c(né chacune 
d*elles puisse être représentée par le sinus de 
l'angle formé par les directions des detix autres. 
Ainsi Ton a, pour Téqtiilibre, cette suite de 
rapports: 

. ? : Q ; R :: sinQAR : sinPAR : sinPAQ. 

ail. Si Ton suppose «jue les extrémités dei 
cordons AQ, AR, soient fixes, les valeurs de 
Q et R, données par les rapports ci-dessus, 
exprimeront les efforts que supportent <^s 
points fixes en vertu de la force P , ou les ten- 
sions des deux cordons ÂQ , AR. 

On voit que ces tensions seront d'autan t plus 
grandes que l'angle QAR sera plus obtus , et 
qu^elles deviendront infinies , si cet' angle de- 
vient égal à deux angles droits. 

Une corde tetidue en lignes droite à deux 
points fixes sera donc nécessairemfint rompue 
par la plus petite force qui lui serait appliquée 
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transversalement, si cette corde, n'étant pas 
susceptible de s'étendre , n'a pas d'ailleurs une 
ré$i3tance longitudinale infinie. 

2Ï2. Les conditions précédentes pour Téqui-. 
libre des trois forces P, Q, R, supposent que 
le point A soit invariablement attaché à chacun 
des cordons^ ou que le nœud qui les rassemble 
soit fixe : mais si le point A pouvait couler le 
long du cordon RAQ (fig^ 70)9 comme ferait Fig.75. 
un anneau infiniment petit ^ enfilé dans ce 
cordon , aloi^s il ne suffirait plus que les forces 
P^ Qf jR. eussent les relations données ci-dessus^ 
il faudrait encore que la direction de la force 
P divisât en deux également l'angle formé par 
les deux parties de la corde QAR. 

£n effet, si l'on supposa que l'équilibre ait 
lieu, et qu'on fixe invariablement deux points 
F et F' pris où l'oii voudra sur ces cordons, 
il e$t clair que le point A est dans le même 
C9^ que s'il avait la liberté de se xnouvoir dàns^ 
une ellipse dont F et F' sont les deux foyers, 
et AF , AF' , les rayons vecteurs. Or , pour 
qu'il soit en équilibre sur cette courbe en 
vertu de U force P^ il &ut que cette ibrce soil 
perpendiculaire à la tangente k l'ellipse en ce 
point ( 190) > et par conséquent divise en deux 
parties égales l'angle FAF' formé par les rayons^ 
vectews* 
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. Ainsi , dans le cas d'nn nœud coalant , les 
deux .parties de la corde le long de laquelle le 
nœud peut glisser doivent être également ten- 
dues. 

:ii3. On voit en même temps que, si Ton 
suppose le point ou Fanneau A fixe > les deux' 
forces Q et R, appliquées au cordon QAR qui 
passe sur cet anneau , doivent être égales entre 
elles pour l'équilibre , et que la pression exer-^ 
cée par les deux forces sur le point fixe A est 
dirigée suivant la ligne qui divise en deux par- 
ties égales l'angle formé par les deux parties 
du cordon. 

Quant au rapport de cette pression P à la 
tension Q du cordon , on aura , en nommant a 
la moitié de Tangle QAR , P : Q :: sin 2tf 
: sîn flt ; ou bien , P : Q :: 2 cos a : i . 

D'où l'on voit que la pression exercée sur le 
point A est égale à la tension de la corde mul- 
tipliée par le double cosinus de la moitié de 
l'angle QAR. 

ai4- Actuellement soient plusieurs points 

Fig.76. A, B, C, D (fig. 76), liés entre eux par des 

cordons AB , BC , CD , et tirés par des forces 

N,P,Q,R, S, T, suivant d'autres cordons, 

mais de manière que chacun des points ou 
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nœuds A , B ^ C , D n'eu assemble pas plus de 
trois en même temps. 

Si tout le système est en équilibre , chaque 
point doit être en équilibre de lui-même , en 
vertu des forces qui lui sont appliquées et des 
tensions des cordons adjaced^. Le point A 
par exemple , n'étant lié immédiatement qu'au 
seul point B , doit être en équilibre en vertu 
des deux forces N et P, et de la tension du cor- 
don AB ; car les autres points C et D ne peu- 
veut réagir sur lui que par le cordon AB, 

Il faut donc que les trois cordons AN , AP^ 
AB soient dans un même plan; et, si l'on 
nomme X la tension du cordon AB, il faut 
qu'on ait les rapports suivans : 

N:P ::sinPAB:sinNAB, 
P:X::sinNAB:sinNAP. 

De même , le point B doit être en équilibre 
en vertu de la force Q et des tensions suivant 
BA etBC. Or y la tension du cordon AB est la 
même que tout à l'heure ; car l'action du point 
A sur le point B est parfaitement égale et con- 
traire à l'action du point B sur le point A. Nous 
avons nommé X cette tension, nommons Y 
celle du cordon BC; on aura 

X:Q ::sinQBC:sinABC, 

Q: Y :: sin ABC : sinQBA. 
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L'équilibre du point C donnera de même 

Y : R :: si'n RCD : sîn BCD. 
R:Z :: sîn BCD : sin BCR. 

On aura de même pour le point D deux pro- 
portions, etc.;«et ainsi de suite, s'il y ayait un 
plus grand nombre de points. 

En multipliant par ordre un nombre conve- 
nable de ces proportions, on trouvera le rap- 
port de l'une quelconque des forces, à telle 
autre force ou tension que l'on voudra. Si l'on 
multiplie les trois premières , par exemple, on 
aura le rapport de N à Q. Si l'on multiplie lei 
quatre premières , on aura celui de N à la ten- 
sion Y; etc. 

21 5. Si les directions prolongées des forces 
P, Q, R, S divisent en deux parties égales les 
angles respectifs, NAB, ABC, BCD, CDT du 
polygone funiculaire, les cordons AN, AB, 
BC, CD, DT seront tous également tendus; 
car on aura , par les rapports précédens, 

N=X, X=Y, Y=Z, Z = T. 

De plus, en nommant act, 2j8, ny^ nS" les 
angles du polygone, on aura, par les mêmes 
proportions , 

P : Q : R : S :: cosa : cosjS : cosj. : cos/; 
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c est- à -dire que les forces appliquées aux 
divers angles du polj^goae seront proportion- 
nelles aux cosinus dés moitiés de ces angles. 
Donc, si, au lieu des forces P, Q , R, S, on 
substitue des points fixes A, B, G, D par-des- 
sus lesquels passe la corde N ABCDT ; d'abord , 
les deux forces N et T qui tirent les extrémi- 
tés de cette corde seront égales entre elles , et 
la corde serai, partout également tendue; et en 
second lieu , la corde pressera sur chaque point 
en raison du cosinus de la moitié de langle 
formé en ce point ; car chacun des points fixe» 

A, B, G, D, tient lieu d'une force qui divise 
eu deux également l'angle formé par les deux 

parties de la corde qui y pa£e (2i3), 

ai6. Supposons qti#le$ deux côtés contigus 
AB, BC soient égaux : le cosinus de la ttioîtié 
de l'angle compris est marqué par le rapport 
de l'un des côtés au diamètre du Cercle qui 
passerait par les trois points A, B, G. Donc, 
si tous les côtés du polygone funiculaire sont 
égaux entre eux , on peut dire que les forces 
P , Q , R , S sont réciproques aux diamètres 
dé ces différées cei^les dont chacun passe par 
troîfe angles consécutifs du polygone. 

Oi*, en considérant une courbe comme un 
polygone d'une infinité de éôlés égaux, chacun 
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des cercles dont il s'agit de yient , en chaque 
point de la courbe , ce qu'on nomme le cercle 
osculateur, c^esl-à-dire le cercle qui a la même 
courbure. 

Donc^ lorsqu'une courbe funiculaire^ ren- 
trante sur elle-même , ou dont les deux bouts 
sont fixes , est tirée en tous ses points équidis- 
tans par une infinité de forces normales qui se 
font équilibre , la corde est partout également 
. tendue ^ et chaque force normale à la courbe 
est réciproque au rayon de la courbure dans le 
point où cette force est appliquée . 

On a un exemple très simple de cet équi- 
libre dans une corde tendue par deux forces 
sur le contour d'une courbe fixe quelconque; 
car chaque point de la courbe fixe tient lieu 
d'une force qui serait dirigée suivant ia nor- 
male à cette courbe. Ainsi dans l'équilibre de 
la corde, la tension est partout la même , et 
chaque point de la courbe fixe est pressé sui- 
vant la normale en raison inverse du rayon de 
courbure. 

2 1 7 . Le polygone fiiniculaire NABCDT étant 
en équilibre en vertu des forces N, P, Q, R, 
S , T , concevons que sa figure devienne par- 
faitement invariable, de manière que les points 
A, B, C, D ne puissent plus changer leurs 
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distances muttieUes ; il est clair que l'ëquilibre 
subsistera toujours. Mais alors les forces N , P, 
Q, R, S, T étant en équilibre sur un système 
invariable, l'une d'elles est égale et directeraent 
opposée à la résultante de toutes les autres; 
ainsi ces autres forces ont une résultante. Or, 
comme cette résultante est exactement la même 
que si toutes les composantes s'étaient réunies 
parallèlement à elles-mêmes en pn point quel- 
conque de sa direction, il s'ensuit que chaque 
cordon est tendu par la force qui le sollicite y 
comme il le serait par la résultante de toutes 
les autres forces qiCon y transporterait paraU 
lèlement à elles-^mêmes. 

218. Lorsque les cordons extrêmes AN, DT 
sont dans un même plan, les deux (brces N et 
T ont une résultante; et d'après ce qu'on yîent 
de dire , cette force doit êti^ égale et directe- 
ment opposée à la résultante Y des autres forces 
P, Q, R, S, comme si le polygone était inva- 
riable de figure. La résultante des forces P 
Q, R , S appliquées aux angles du polygone, 
doit donc passer par le point où vont con- 
courir les deux cordons extrêmes; et par con- 
séquent si les deux extrémités N et T de ces 
cordons sont fixes, on aura sur-le-champ les 
deux efforts que supportent ces points fixes , 

20 
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OU lés tensions des cordons AM, DT, en dé- 
^oomposant, au point 0^ la résultante Y en deux 
forces N et T dirigées suivant ces cordons. 

On trouverait de même les tensions de deux 
cordons quelconqties situés dans un même 
plan , en prenant la résultante des forces ap- 
pliqua sur les nœuds intermédiaires ^ et la 
décomposaût Suivant ces deux cordons au 
point où ils concourent : car si un polygone 
funiculaire est en équilibre^ une partie quel-* 
conque de ce polygone est aussi en équilibre 
d'elle-même , en vertu des forces appliquées 
&ur cette partie^ et des tensions des deux der- 
niers cordons que l'on y considère. 

8 19. Lorsque les directions des forces P , Q, 
^•«5 77- R, S, sont toutes parallèles ( fig. 77), on a 
toujours pour les forces et les tensions les 
mêmes proportions que ci-dessus (214); w^^^s 
il faut une condition de plus pour l'équilibre : 
c'est que toutes les forces P, Q, R, S et les 
côtés du polygone soient dans un même plan. 
Car, autour de chaque nœud , les cordons doi- 
vent être dans un même plan (210) : mais, si 
le cordon BQ , est parallèle au cordon AP, le 
plan PAB des trois premiers cordons est le 
^même que le plan ABQ des trois suivans, et 
ainsi de suite. 
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I)an$ cette hypothèse de puissàttces pàral- 
lèleâ/comme on a 

siaPAB=:sin QBA, sin QBC=siaRCB, etc., 

on trouvera par les proportions ( 214 ) que les 
tensions successives N , X, Y , 2, T, sont r^ * 

^proques aux sihns des inclinaisons des tàté^ 
stirla direction des puissances parallèles t,Q, 
R , S, et qu'ainsi chacune des tensions est repW'é- 
sentée par la sécante de son inclinaison sur 
une perpendiculaire à ces puissances. 

Cela pourrait se voir aussi, comme au n® 218, 
en comparant immédiatement les tensions dé 
deux côtés quelconques , qui seront tot^Ours 
ici situés dans un même plan. 

Mais, pour avoir des expressions plus simples 
et plus commodes, regardons toutes les fbfces 
appliquées au polygone cOmme étant verfi* 
cales, et supposons qu'un des cotés de ce poly- 
gone soit horizontal. • 

Si Ton voulait comparer la tension ^d'tm 
tàté quelconque à la tension a du côté hori>- 
20ntal d'où Ton part, ort imaginerait cèsdeux 
côtés prolongés jusqu'à leur iHsrtcontre , et 
Ton supposerait en ce point une fot*ce Vertî-r 
cale V égale à la somme des puissances ap- 
pliquées sui* les nœuds iuterinédiaires , et qui 
ferait équilibre au:^ deux tensions a et t. 
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On aurait donc^ en nommant p l^inclinai- 
son de la tension / sur la tension horizontale a, 

tlaiiilcos^, 

ou ^ = a sec <p : d'où Ton voit que , dans ré-- 
quiUbre if un polygone Jimiculaire tiré par des 
puissances verticales^ la tension de chaque 
côté est proportionnelle à la sécante de Fangle 
que fait ce côté avec Fhorizon. 
On aurait ensuite 

< : V :: i :sin^; 

ce qui donne la tension d^un c6té quelconque 
exprimée par son inclinaison sur le côté bori* 
zontal , et par la somme des puissances parai- 
lèles qui agissent entre ces deux côtés. 

On aurait enfin (ce qui, d'ailleurs, est une 
suite des deux proportions précédentes), 

V : a :: sin (p : cos (p, 

ou V = a tang (p ; d'où Ton tire ce théorème 
relatif à là figure que prend le polygone en 
vertu des forces appliquées : la tangente de 
Vinclinaison de chaque côté sur Vhorizon est 
proportionnelle à la somme des puissances ver- 
ticales appliquées sur le contour , depuis le côté 
le plus bas jusqu^à celui que Von considère. 


DE STATIQUE. îbg 

Delà Chaînette. 

n^o. On peut considérer une cordé pesante 
comme un fil chargé d'une infinité de petits 
poids distribués sur toute sa longueur , ou 
comme un fil sollicité en tous ses points par 
de petites forces verticales , et par conséquent 
parallèles. On voit donc que si cette cordp est 
attachée à deux points fixes S et T (Hg. 78) , Fîg. 79. 
elle ne peut demeurer en équilibre^ a moms 
qu'elle ne soit tout entière dans un plan ver* 
ticaL Elle forme alors un polygone funiculaire 
d'une infinité de côtés ^ ou plutôt une ligne 
courbe que Fon^ nomme la chaînette. 

Pour trouver les efforts que la corde exerce 
sur les deux points S et T qui la soutiennent^ 
on mènera à la courbe en ces points deux tan** 
gentes SO^ T0> qui seront comme les pro- 
longement des derniers côtés du polygone 
funiculaire ; appliquant ensuite au point O 
une force égale à la résultante de toutes le^ 
forces qui la sollicitent , c'est-à-dire égale 
au poids total de la corde, on décomposera 
cette force en deux autres dirigées suivant 
les tangentes OS , OT, et qui exprimeront les 
charges respectives des deux points de suspen- 
sion (a 1 8). 

On trouverait de même la tension de la 
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corde en un point quelconque, en imaginant 

que ce point est fixe , et en cherchant ,^ comme 

ci-dessus, la charge quil éprouve par le poids 

du reste de la corde qui demeure en équilibre 

au-dessous. 

Au reste , si l'on nomme t la tension en un 
point quelconque M de la chaînette, a celle 
qui a lieu au point B le plus bas ; Y le poids de 
Tare s compris entre ces deux points, et (p Tangle 
formé avec la ligne horizontale par la tangente 
à l'extrémité de l'arec, on aura entre ces quatre 
quantités les mêmes équations qu'au n^ 2ig« 

On voit donc, par la première équation 
t=aséc9, que, dans une corde pesante en 
équiUbrej la tension en chaque point varie 
comme la sécante de Vinclinaison de la courbe 
sur la ligne horizontale. 

Par la seconde équation V = ^ sin ^ , on 
voit que la tension à V extrémité d un arc quel^ 
conque de la corde est égale au poids de cet 
arc divisé par le sinus de Vinclinaison de la 
corde en ce point. 

Et Ton doit remarquer que ces équations 
ont lieu, quelle que soit l'inégalité de la corde 
ou chaîne pesante que Ton considère. 

Si la chaîne est uniforme, on peut repré- 
senter le poids V de lare s par la longueur 
de cet arc lui-même, et la troisième équation 
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devient, ^=atang(p ^ équation très simple 
de la chaînette entre les coordonnées s et (p. 

Ainsi la chaînette est une courbe telle ^ que 
la tangente de son incUhaison sur un axe 
horizontal augmente comme la longueur» ae 
Varc à partir du point le plus bas. 

Cette courbe est donc la même à gauche % 
et à droite de Taxe vertical qui passe par le 
sommet B ; et^ comme la parabole, elle a deux , 
branches égales qui s*étendent à l'infini: 

231. Ce qu'on vient de dire d'une cordç 
pesante, 'ou d'un assemblage de petits corps 
pesans unis ensemble par un fil inextensible, 
pourrait s'appliquer à plusieurs globuks ap^ 
puyés les una contre les autres, et qui se sou- 
tiendraient mutuellement en voûte. Ils doivent 
aflfecter alors la forme d'une cjiaînette repr 
versée. Car, si tous ces globules, à cause de 
leur impénétrabilité mutuelle, sont ex\ équi- 
libre en vertu de leurs poids, ou des forces 
verticale qui les sollicitent , il est clair qu'ils 
demeureraient encore en équilibre si ces 
forces venaient toutes à agir en sens contraire, 
pourvu qu'alors on supposât tous ces globules 
liés deux à deux par un fil inextensible; mais 
akm ce fil fonpcierait une chaînette renversée su 
donc il a actuellement cette figure. 
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Des PotiUes et des moufles. 

23:1. Considérons maintenant un système 
rig.79. de poulies mobiles A, A', A'' (fîg. 79). La 
première A, qui soutient un poids P attaché 
a sa chape , se trouve embrassée par une 
corde dont l'une des extrémités F est fixe^ 
tandis que l'autre est attachée à la chape de 
la poulie suivante A'; cette seconde poulie 
est de même embrassée par une corde dont 
l'une des extrémités P est fixe , tandis que 
Tantre est attachée à la chape de la troisième 
poulie A'', et ainsi de suite jusqu'à la dernière, 
dont le cordon , arrêté d'une part à un point 
fixe F'y est tiré de l'autre par une puissance Q. 

Si tout le système est en équilibre, chaque 
poulie est en équilibre d'elle-même, en vertu 
des forces ou des tensions qui agissent sur 
elle. 

Ainsi, nommant r^ i^ ^ H' les rayons respec- 
tifs des poulies; c, (f ^ c", les sous- tendantes 
des arcs embrassés par les cordons ; X la ten- 
sion du premier cordon ; Y celle du suivant ; 
on aura pour l'équilibre de la poulie A (i85). 

On aura de même pour l'équilibre de la pou- 
lie V, 
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« Y : X :: r' : c' j 

I 

et pour la troisième A'^ i 

Q:Y::r^:c"; 

et multipliant par ordre , il viendra 

Q: P:: rj^f\cc'd'\ 

c'est-à-dîre, la puissance est à la résistance 
comme le produit des rayons des poulies est au 
produit des sous-tendantes des arcs embrassés 
par les cordons. 

223. Si tous les cordons deviennent paral- 
lèles (fig. 80); les sous-tendantes c, c\ d\ de- Fîg.8#. 
viennent égales aux diamètres 2r, 2/^, 2r", et 
Ton a, en divisant les deux termes du der- 
nier rapport par le produit rdj^\ 

Q : P :: i r^.a.a; 

c*est-à-dire qu'en général la puissance est 
au poids commue Vurdté est au nombre 2 éles^é 
à une puissance marquée par le nombre des 
poulies. 

C'est le cas le plus favorable à la puissance ; 
car le produit des sous-tendantes Cp c\ d^ est 
le plus grand possible, lorsqu'elles sont égales 
aux diamètres. 
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Si^ dans chaque poujie, lare embmssë par 
la corde était le tiers de la demi-circonfërence, ' 
les sous-tendantes de ces arcs seraient égales 
aux rayons respectifs des poulies^ et la puis- 
sance serait égale au poids. 

224* Une moiffle est un système de poulies 
assemblées dans une même chape f ou sur des 
Fig. 81, axes particuliers (fig. 81 et S2), ou sur le même 
8^' «3. axe (fig. 83)- 

Considérons deux moufles , Tune fixe et 
l'autre mobile, et supposons que toutes les 
poulies soient embrassées par une même corde 
attachée par une extrémité à la chape de Tune, 
des moufles , et tirée à l'autre extrémité par 
une puissance Q , qui fait équilibre à un poids 
P suspendu à la moufle mobile. 

Si Ton suppose, ce qui a presque toujours 
lieu d'une manière sensible, que les diverses 
parties de la corde soient parallèles , il est vi- 
sible qu'on aura , la puissance Q est à la rc- 
sistance P^ comme Vunité est au nombre des 
cordons qui soutiennent la moiifte mobile ; car 
toutes les poulies étant embrassées par Ja 
même corde, et devant être en équilibre, 
chacune en particulier, les cordons sont égale- 
ment tendus. On peut donc considérer le poids 
P comme soutenu par autant de forces égales* 
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et parallèles qu'il y a de cordons^qui vont di- 
rectement d'une moufle à l'antre f et par coih 
sequent Ja tension de l'un de ces cordons, ou 
la puissance Q est au poids P, comme l'unité 
est au nombre de ces cordons. 

Ainsi dans le cas de la figure 8i, la puis- 
sance est le sixièn^e de la résistance ; et dans le 
cas de la figure 82, elle n'en est que le cin- 
quième , parce qu'il j a un cordon de moins 
pour soutenir la moufle mobile. 

225. Considérons enfin un système de tours, 
A, A' , A" qui réagissent les uns sur les autres, 
comme on le voit dans la figure 84* Soient Fig. 8f 
r, /, r" les rayons respectiJ^ de leurs cylindres; , 
R , R' , R" ceux de leurs roues. La corde ap*- 
pliquée tangentiellement au premier cylindre 
porte un poids P , et la corde appliquée a la 
roue, au lieu d être tirée immédiatement par 
une puissance , est attachée au cylindre du 
second tour A'. La roue de celui-ci est de* 
même tirée par une corde qui passe sur le* 
cylindre du troisième tour A'; et ainsi de suittt- 
jusqu'au dernier, dont la roue est tirée par la 
puissance Q* 

Si le système est en équilibre, chaque tour- 
est en équilibre de lui-^mème en vertu des 
tensions des cordons qui sollidient lecyiindre 
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et la roue. Ainsi ^ en nommant X la tensions 
du cordon qui va du premier tour au second,, 
on aura (i86) 

X:P :: r:Rj 

en nommant Y celle du cordon suivant, on 
aura 

Y : X :: r' : R', 

et de même pour le dernier tour , 

Q:Y::r^':R"; 

et multipliant par ordre , 

Q : P :: rrV' : RR'R"; 

c'est-à-dire , la puissance est à la résistance 
comme le produit des rayons des cylindres est 
au produit des rayons des roues. 

Des Roues dentées. 

12&. Si Ton rapproche tous ces tours, de 
manière que la roue du premier devienne tan- 
gente au cylindre du second , et que la roue 
de celui-ci soit tangente au cylindre du troi- 
sième, et ainsi de suite; et si l'on suppose 
que chaque roue s'engage au cylindre contîgu, 
de telle sorte qu'elle ne puisse tourner sans 
faire tourner ce cylindre, et réciproquement, 
on pourra supprimer les cordes qui lient tous 
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ces tours, et Ton aura toajcmrs le même rap- 
port que ci-dessus entre la puissance et la rë- 
sislânce. 

Pour engager solidement chaque roue avec 
le cylindre du tour suivant (fîg. 85) , on pra- Fîg. S5. 
tique à leurs circonférences des dents égale- 
ment espacées, qui engrènent les unes dans 
les autres , de manière que chaque roue, qu on 
nomme alors roue dentée ^ ne peut tourner sur 
son axe, sans que le cylindre, qu'on nomme 
Siiùrs pignon , ne tourne en même temps sur 
le sien. 

On a donc, pour l'équilibre de deux forces 
qui réagissent Tune sur l'autre au moyen des 
roues dentées : In puissance est à la résistance 
comme le produit des rayons des pignons est 
au produit des rayons des roues. 

Du Cric. 

227. On considère, dans le cric simple, un 
pignon qiie l'on fait tourner sur son axe an 
moyen d'une manivelle ( fig. 86 ) : ce pignon rig. 88. 
engrène avec une barre inflexible dentée, de 
manière quen tournant sur son axe, il oblige 
la barre à se mouvoir dans le sens de sa lon- 
gueur* En supposant donc une résistance qui 
s'oppose directement au mouvement de cette 
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barre il résistance qae Von peut considérer 
•comtne une force perpendiculaire à Textré- 
mité du rayon du pignon^ il est visible que 
l'on aura : la puissance appliquée à la mam- 
veUe est à la résistance y dans le sens de la 
barr$ ^ comme le rayon du pignon est au rayon 
de la manivelle. 

D'où Ton voit que l'effort exercé par le cnt 
sera d'autant plus considérable que le rayon 
du pignon sera plos petit par rapport à celui 
de la manivelle* 

Lorsqu'on veut augmenter encore la force 
du cric ^ sans augmenter le bras du levier de 
la manivelle et sans diminuer le rayon du 
pignon y au lieu de ùire agir immédiatement 
ce pignon sur la barre dentée^ on le fait agir 
sur une roue dentée intermédiaire, et c'est le 
pignon de cette roue qui engrène avec la barre. 
Alors on a pour réquillbre : la puissance ap- 
pliquée à la manivelle est à la résistance ^ 
dans le sens de la barre ^ comme lé produit 
des rayons des deux pignons est au produit 
, du rajon de la roue par le rajon de la mani'- 
pelle. 

De la Vis sans fin. 

2a8. On peut encore considérer une vis mo- 
bile autour de son axe, et dont le filet mène les 
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'dents successives d'une roue à laquelle il se 
présente toujours d*une manière uniforme j et 
c'est ce qui compose la vis sansjin. 

Par l'e'quilibre de la vis, on voit (fig. 87) Fig. 87. 
que la puissance Q , appliquée à la manivelle 
dont le rayon est R , est à l'efiort f^ avec 1&* 
quel le filet presse la dent de la roue , comme 
le pas h de la vis est à la circonférence 2<erR ^ 
que tend à décrire la puissance ; et l'oti a 

Q:/:: h : 2^R. 

Actuellement si cette roue dentée, d'un 
rayon A , fait tourner un cylindre de même 
^xe p et monter un poids Pj suspendu au ho\xi 
d'une corde qui s'enroule sur ce cylindre^ ob 
aura par l'équilibre du treuil, en nommant 
a le rayon du cylindre , 

/:P::a:A; 

et, multipliant par ordre , 

Q :P :: aA: !i«rR.A,- 

c*est-^-<lire , la puissance est au poids comme 
le produit du pas de la vis par le rajon du 
treuil^ est au produit du rajon de la roue 
dentée par la circonférence que tend à décrire 
la puissance > 
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Uum machine nouvelle qui on a nommée le 

Genou« 

22g. Cette machine est composée de deux 
ïsî? ^^'^ ^^ verges raides AO, BO (fig 88 et 89 ), 
jointes en par une charnière sur laquelle 
elles peuvent tourner comme les deux branches 
d*un compas. L'extrémité A de la première 
est liée par une autre charnière à une' barre 
inébranlable AC, de sorte que cette branche 
AO est comme un levier dont lappui fixe est 
au point A; mais l'extrémité B de la seconde 
branche ne fait que poser sur la barre iné- 
branlable, ou plutôt elle est contenue dans la 
rainure fixe AC, le long de laquelle elle peut 
glisser librement. 

Par la nature même de cet assemblage , il 
est évident que, si une puissance agit pour 
faire tourner la branche OA autour du point 
A f et rapprocher ainsi le point de Taxe fixe 
AC, l'angle du genou tend à s'ouvrir, et le 
point B tend à s'éloigner de A en glissant 
dans la rainure AC, Donc, si l'on applique 
en B une force convenable en sens contraire, 
elle fera équilibre à la puissance ; et c'est dans 
le rapport de ces deux forces que consiste la 
loi de cette machine, qui dépend, comme ou 
voit, de la théorie du levier et du plan incliné. 
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Au lieu d'appliquer immédiatement ta puis- 
sance P à la branche OA^ on l'applique ordi* 
nairement à une barre nm solidement liée 
avec elle ; et c'est à l'aide de cette barre mn , 
qu'on agit sur le genou, pour exercer en B, 
le long de la rainure , l'efforl Q ou la pression 
qu'on veut produire. 

Supposons donc que la puissance P agisse 
au point 7^, perpendiculairement à la distance 
Aw, ce qui est la position la plus favorable à 
l'action de cette puissance; et réduisons toute 
la figure aux lignes droites OA , OB, AC , An, 
qui sont toutes dans un même plan avec les 
directions des forces appliquées. 

Si l'on considère d'abord cette puissance P 
qui tend à faire tourner le levier AO autour 
du point A, et qu'on cherche avec quelle force 
X elle pousse le point 0, et par conséquent 
le point B, dans le sens OB, on verra, parla 
loi du levier , que ces deux forces P et X sont 
entre elles comme leurs bras de levier kh et 
hn , de sorte qu'on aura P : X :: kh\fin; ou 
si l'on fait, pour abréger, le bras A/2 = r, le 
côté AO=a, et par conséquent A A==fif sin 0; 
en désignant par langle du genou , on aura 
plus simplement 

P :X :; asin :r. 

21 
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Actnellement ^ cette force X qui pousse B vers 
le plan incliné AC^ est à la force Q^ qui re- 
tient ce point le long du même plan , comme 
le rayon est au cosinus de Tinclioaison OBA ; de 
sorte qu'en nommant B cet angle, on a 

X:Q :: I : cosB; 

et, multipliant par ordre, il vient v 
P : Q :: a sin : r cos B, 

proportion qui contient la loi cherchée de 
l'équilibre du genou. 

aSo. On pourrait encore présenter la dé- 
monstration précédente d'une manière aussi 
simple et plus conforme à la méthode géné- 
rale indiquée à la fin du n® 209; car le sys- 
tème étant supposé en équilibre, chaque partie 
doit être en équilibre d'elle-même, en vertu 
des forces appliquées et de la réaction qu'elle 
éprouve de la part des autres parties. Ainsi le 
levier OA doit être en équilibre en vertu de 
la puissance P et de l'action X du point B 
sur le point de ce levier , action qui ne peut 
avoir lieu que dans le sens BO ; et Ton a 

P :X :: a sin : r. 

Maintenant le point B doit être en équilibre de 
lui-même, en verlu de la force Q qui le tire 
le long du plan BA, et de la réaction du point 
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O qui le pousse suivant OB contre ce même 
plan; et comme cette réaction est encore égale 
à X , on a , par la théorie du plan incliné , 

X : Q ::i :cosB, 

ce qui redonne , en multipliant par ordre , la 
même proportion trouvée ci-dessus , d*où Ton 
tire 

^ Pr cos B 

^ """ a sin ^ 

pour l'expression de Teffort Q exercé par k 
puissance. 

Remarque. 

23 1 . A mesure que Tangle B diminue^ Tangle 
du genou augmente; le facteur cos B croit 
donc sans cesse vers l'unité , et le facteur sin 
diminue vers zéro , de manière qu'ils peuvent 
approcher de ces limites d'aussi près qu'oji 
voudra. Or, la résistance Q étant proportion- 
nelle à cos B et réciproque à sin , on voit 
par cette double raison , que la force Q aug- 
mente à mesure que les deux côtés du genou 
s'approchent d'être en ligne droite, et qu'à cette 
limite, elle serait infinie : ce qui veut dire 
qu'elle augmente sans bornes, et qu'ainsi la 
pression exercée par le genou , dans le sens de 
la rainure, peut devenir plus grande que toute 
pression donnée. 

21.. 
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On voit encore que la puissance a d'autant 
plus d'avantage^ que le côté ÂO=a est plus 
court, et-que le bras de levier An = r est plus 
considérable. Par cette dernière raison, il y 
aura de l'avantage , pour une même longueur de 
la barre rnn , a implanter cette barre sur le côté 
le plus près qu'on pourra de l'angle du genou* 

Si la puissance F, au lieu d'agir perpendi- 
culairement sur la ligne An y agissait sous un 
autre angle quelconque dans le même plan, 
il faudrait prendre , pour le bras de levier r, 
la distance de cette force au point fixe. 

S'il y avait plusieurs forces pour faire tour- 
ner le levier AO, il faudrait mettre dans l'é- 
quation précédente, au lieu du moment Pr^ 
ia somme des momens de toutes ces forces. 

Du Genou isocèle. 

252. Supposons que le triangle AOBsoit iso- 
cèle, et qu'ainsi les angles A et B soient égaux; 
l'angle devient le supplément de ^B, et l'on 
a sin 0=2 sin B cos B. La proportion donnée 
plus haut pour Téquilibre devient donc 

P : Q :: 2a sin D : r; 

ou bien, si l'on aime mieux introduire dans la 
proportion langlc des deux cotés du genou, 

comme l'angle B est complément de —, on aura 
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sîn B=cos — , ou simplement sin B = cosç, 

en faisant , pour simplifier, — = ^ , et la pro- 
portion sera 

P : Q :: aacostp : r^ 

ce qui donne une expression très simple de la* 
loi de l'équilibre. 

Mais on peut encore, au lieu des sinus ou 
cosinus , n'emplojer que des lignes tirées de la 
construction de la machine ; car il est évident 
que le terme 2a sin B, ou 2fl cos (p, vaut deux 
fois la flèche OI=yd'un arc de cercle qui serait 
conduit par AOB; donc, si Ton voulait nom-^ 
mer simplement cette ligne 01 lajlèche du» 
genou , la loi de l'équilibre pourrait s'énoncer 
de la manière suivante : 

Dans Véqidlibre du genou dont les côtés 
sont égaux ^ la puissance qui tend à faire tour- 
ner le premier côté autour de son extrémité 
fixe y est a la résistance que V extrémité mx)bile 
du second côté éprouve dans le sens de la rai-- 
nure^ comme le double de laflèche du genou est 
au bras du levier par lequel agit la puissance. 

255. J'ai fait abstraction du poids des par- 
ties de la machine , mais il est bien aisé d'y avoir 
égard. Et d'abord, l'axe ou la rainure AC étant 
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Mppofée&tt, MO poid« Gne'duittge çirnoo I9 
yop o r t U m tro tt r é e pour réquilibre; il ne fiiit 
^'sjonttr a k praoÉJOBi da^elle hnrresnr acs ap>i 
pott. Biais le poids de la première biwtich 
que je représente par a/^, ikvorise Faction de la 
pnissanoe; et si IW suppose/par exemple^ 
ffce Vas» AC soit yertical , et la brandie AO 
d'nne grosseur uniforme , de manière que son 
oèntre de gravité tombe au milieu de AO , 
il est évident que le poids ap^ ajoute au mo^ 
ment Krde la: paissanoe ^ le moment j;^. Enfin 
1b poids apàe ksepixide bronche BO^ que je 
sup pos e égslr et «j^iquë d« même au milieu 
de BO f peut se 4^c<mipûBer en deipr forces 
égales^ Vnne p appliquée en O, l'autre p ap* 
pliquée en ,B en sens opposé de Q. Or la pre- 
mière force p à la distance f du point fixe ^ 
ajoute encore au moment de la puissance le 
moment^, et la seconde appliquée en B, di- 
minue la force Q de /i>. 

Ainsi réquation de Téquilibre^ qui était 

dévient , quand on a égard au poids de la ma-» 
chine , 

ce qa\ donne 

P.r=(Q-2p)a/; 
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d'où Ton voit que le poids de la machine , dans 
ia situation que je lui ai donnée, augmente 
Fefibrt Q d'une quantité 2p égale à la moitié 
du poids des deux branches mobiles du genou. 

Des pressions exercées sur les appuis. 

254* Quant aux pressions que souffre Taxe 
fixe ÂC y tant en vertu des forces appliquées 
que du poids de la machine ^ voici comment 
on peut les calculer. 

Premièrement^ cet axe est pressé au point B 
par une force perpendiculaire V, résultante de 
X et de Q — p^ et dont la valeur est exprimée 
par (Q — p) cotç. 

En second lieu , le point fixe A est pressé par 
le poids 6 de la barre AC et par la râultantd- 
de toutes les forces qui agissent sur la branche 
AO, et qu'on transporterait parallèlement li 
elles-mêmes au point A. Or, qu^on décompose 
d'abord chacune de ces pressions en deux au- 
tres, l'une dirigée dans l'axe AG, Tautre per- 
pendiculaire au même axe; on aura, pour les 
deux composantes de F, P cos o) et P sin c», 
eo étant l'inclinaison de P sur AC ; pour les deux 
composantes de X, on aura(Q — p) etV; enfin 
pour les deux poids 2p et p transportés en A , 
on aura la force 3/i dirigée suivant l'axe AC. 
Donc, en réduisant, le point A souffrira, dans 
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k feu» de i*eze kC, une presek» <» épic^k 

G+Poosa»— »Q-f-4PJ et dans uàe diireo- 
tion perpendiculaife ^ uae pression jS^ égale à 

p6iB«4'(Q'*^P) c6t^* ^ sorte ipie la près-* 
non totale da point fixe sera exprimée en 

grandeur par Va*+^*f ^^ ^^ inclinée sur 
Faxe A€ d*nn angle dont la tangente sera -• 

i, Ainsi Fou saura avec quelle force Taye du 
genou doit être retenu et en A. et en B, pour 
n'être pas entraîné par l'action combinée dçs 
forces appliquées et du poids de la machine. 

d55. Pu eraderoir expliquer cette machine 
Aouyelle avec assez de détail, parce qu'elle m'a 
paru ingénieuse , et qu'elle n'est encore démon- 
trée nulle part* Elle est à peu près du même 
genre que la vis, mais d'une construction beau- 
coup plus simple : on peut s'en servir de la 
Dsême manière, pour exercer, à l'aide d'une 
puissance médiocre, des pressions très consi- 
dérables, ou pour former, sur certains corps, 
de fortes et vives empreintes. 

Sur un ancien paradoxe de Statique relatif 
à la théorie des momens. 

256. La loi du levier, comme on l'a vu plus 
haut, et comme on le sait depuis long-temps, 
est que les deux forces appliquées soient réci- 
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proques à leurs distances au point d'appui, et 
qu'ainsi jes momens de ces forces soient égaux 
entre eux pour l'équilibre. 

Or il y a une machine singulière, dont l'idée 
est due à Roben^al^ et qui présente une espèce 
de levieir où deux poids égaux se font toujours 
équilibre, quoiqu'on les suspende à des bras de 
levier quelconques inégaux; et de là résulte, 
dans la théorie des momens, une espèce de pa- 
radoxe, qu'on a tâché de résoudre par une cer- 
taine décomposition de forces, mais dont il me 
semble qu'on n'a point encore donné la véri- 
table explication. {Vojez Tarticle de à'Jlem" 
bertj au mot Lei^ier^ dans l'Encyclopédie.) 

Cependant on pouvait reconnaître d'abord 
que ce cas d'équilibre n'a rien de contraire à la 
loi générale du levier;, car la machine de Rober- 
val n'est point un véritable levier, c'est-à-dire 
un corps Ou une verge raide mobile autour d'un 
seul point Jîûce : c'est un assemblage ou système 
de figure variable^ dans lequel il y a deuac 
points JiJceSj et où il n'est pas du tout surpre- 
nant que la condition de l'équilibre soit tout 
autre que dans le levier simple. Ainsi , p^ cette 
seule distinction que nous avons établie entre 
une machine sitnple et une machine composée, 
le paradoxe s'évanouit. Mais on n'avait point 
encore une définition bien précise des ma- 
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dforls d'un cei tain genre qtie les couftet seôls 
ont mn en tfYidence> et pour ainsi diM' rendus 
sensibles dans toiit0 k Mécanique. Et en efièt^ 
per oetlè théorie des eonples; !a machine d# 
Roberyal n'oflfre pas même de difficulté t tàr^ a 
Fiéde des denx points fixes qtd emteat dans 
le sjnBtèroe^ il peut très*bieA arriter qne chaentfc 
des conples^ni Tiennent des deux forces appli-i 
qnées se trouye séparément détmil par Ift ré^ 
sistance de ces points ^ et que, dans une pa- 
reiUe maicbine, le rapport des inonebs soîl 
iMil^-ftit «rbiMûre. Cest eh effet ce qui » 
lieu f comme on va le voir tout à l'heure s et ce 
. cas singulier d'équilibre, loin d*ôffrir un ]Mtfa- 
doxe , n'est qu'une nouvelle confirmation de 
nos principes; et je ne m'y arrête un insfabt 
que pour en donner, par les couples, la dé- 
monstration la plus claire y et peut être la seule 
exacte qu'on en ait encore présentée jusqu'ici. 

• * 

De la Balance de Roberval. 

257. Imaginez quatre règles deux à deux 

égales et parallèles , et formant un parallelo- 

^if r S^^^^^ ABab (fig. 90 et 91), dont les côtés 

V soient mobiles autour des angles A, B, a, h, 

comme sur des charnières. Supposez que les 

milieux F et/' des deux côtés AB , ab , soient 
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fixes, et, pour plus de clarté, que ces deux 
points tombent dans la même verticale F/; vous 
aureik une machine formée par la réunion de 
deux balances égales et parallèles, qui se répon- 
dent dans un même plan vertical, et dont tous 
les mouvemens autour de leurs appuis se sui- 
vent sans se nuire en aucune manière. Car si 
l'une d'elles, AB par exemple, tourne autour de 
son appui fixe F, l'autre ah tourne en même 
temps sur le sien dans le même sens et d'une 
même quantité angulaire ; et le parallélo-^ 
gramme PJàah prend toutes les figures qu'il 
peut affecter, en changeant ses angles, sans 
changer la longueur de ses côtés. 

Si donc, à l'un de ces leviers tel que AB, et 
en des points quelconques de ce levier, ou 
même de son prolongement, étaient appliquées 
deux forces qui se fissent équilibre, il faudrait 
nécessairement que ces deux forces fussent ré- 
ciproques à leurs distances au point d'appui F, 
comme si le levier AB était seul et parfaite- 
ment libre; car ce levier est libre en effet, puis- 
que l'autre ah ne fait que suivre , et , pour ainsi 
dire, répéter ses mouvemens, sans y porter 
la moindre altération. Ainsi les momens de- 
vraient être égaux de part et d'autre autour du 
point fixe F, et il n'y aurait là rien qui ne fut 
entièrement d'accord avec la théorie. 

Mais si, au lieu d'appliquer les forces ou les 
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àeod poids P et Q àTna de ces leviers^, on lef 
applMjne, le premier P, à une barre Kl tnvarf 
nablement fixée . à angle droit snr l^ cèté B& 
,qm unit les deux balances; le second Q> à noie 
barre GH^ fixée de même sur le côté Aa, on 
trouve que ces deux poids, pourvu qu'ils soietit 
^aux, se font toujours équilibre, quelles que. 
soient les longueurs des bras IK et GH où ils 
sont suspendus; et c'est ce qu'il ùxA montrer 
ici comme une conséquence toute naturelle dc^ 
notre théorie des momens. < / .- 

Pour cela, qu'on transporte la force P parai-* 
lèlement à elle^mâme de I en K dans la droite 
B&, et l'on a un couple (P, — • P) dont le bras 
de l^er est IK. Mais ce couple est détruit par 
les deux points fixes : car il peut d'abord être • 
changé en un autre équivalent d'un bras égal 
à la distance mn des deux balances AB et ah\ 
ensuite^ comme le bras Kl est invar iablemeut 
attaché au côté B6> par l'hypothèse même, ce 
couple transformé (P', — P'), peut être tourné 
dans son plan ^ et appliqué exactement sur le 
côté B6. Dans cette position, l'une des forces 
P^ se dirige vers le point F qui est fixe, l'autre 
— P' se dirige vers l'autre point fixe fy et le 
couple est détruit , quel que soit son moment 
V '^mn ou P X IK. Ainsi il ne reste , de ce 
côté de la machine, que la force P transportée, 
au point K. 
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Pareillement, la force Q peut être trans- 
portée parallèlement à elle-même de G en H; 
et le couple (Q , — Q) qu'elle produit, pouvant 
être changé en un autre (Q', — Q') appliqué sur 
le côté k,a , se trouve détruit, comme »le précé- 
dent, par la résistance des deux points fixes. 

Il ne reste donc que les deux forces P et Q, 
mais appliquées maintenant aux points K et H, 
ou si Ton veut en B et A, et qui, par l'équi- 
libre de la balance AB, doivent être parfai- 
tement égales entre elles. Ainsi , xlans la ba- 
lance de Roberval , la condition unique pour 
l'équilibre est l'égalité des deux poids, quelles 
que soient leurs distances aux points d'appui. 

Cette machine est en quelque sorte, pour les 
simples forces, ce que le levier ordinaire est 
pour les couples ou momens. Dans l'équilibre 
du levier, les deux forces peuvent être dans un 
rapport quelconque, il suffit que les momens 
soient égaux : mais, dans la balance de Robei> 
val , il faut que les forces soient égales, et c'est 
le rapport des momens qui est arbitraire. 

:238. Au reste, ceci n^est qu'un cas particu-* 
lier d'une proposition plus générale; car, au 
lieu de deux balances AB et aby on pourrait 
considérer deux leviers égaux et parallèles, 
dont les appuis F ety ne soient plus au milieu 
de leurs longueurs, mais divisent ces lignes 


r '■ 


y. 


I . •_■ /■•' 


■/ 


f 


/ -. 



-«84 ijLÉXEirs ' 

danp HA itîèitie np|x»it qnelconqae» De ph», 
01 pourrait tupposef que les forces P et Qi 
i|m «giiseiit s«r les bures IK, GH^'iie soient 
|iûiiik perelUâes , mais diri{;ëes comme on tihi- 
en dans le même plan. On dëmontrerait exap* 
tenient de la miîsie manière que les deux 
tckéesi P et Q étank trtnsporlées parallëlemeat 
U «HesHooémes anx deux boats B et A de IVin 
dêB denx leyievs AB de la machine, les deA3i 
ciMplesqui naissent de cette translation sont s^ 
parement dëtmïtS'par les points fixes; que, par 
conv o quent ^ la condition unique poÉir l'équi-^ 
libn ,t eatiqne las deux forces a{ipUquées toieat 
entm elles dans un rapport constant i qmut 
dépend point de leurs distance* au point f,' 
mais uniquement des distances de ce point aux 
deux parallèles à ces forces, menées par les 
deux bouts du levier. Ainsi , quand deux forces 
sont une fois en équilibre sur cette machine , 
on peut les transporter où l'on veut parallèle- 
ment à elles-mêmes , sans que l'équilibre soit 
troublé. Elles réagissent toujours l'une sur 
l'autre de la même manière. La seule chose qui 
change est la grandeur des couples détruits , et 
par conséquent, la pression que souffrent en 
sens contraires les deux points fixes dans la di^ 
rection des deux leviers. 

Par exemple , dans le cas de F et Q paral- 
lèles, le point F, outre la pression verticale 
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P-l-Q qu'il supporte , comme dans le levier or- 
dinaire y éprouve encore y dans le sens du levier^ 

une pression F' — Q , égale a ; 

et l'autre point fixe/eprouve une pression égale 
et parallèle y et de sens contraire : de sorte qu'il 
y a, sur l'axe F/qui joindrait les points fixes, un 
couple dont le moment est P X RI — Q X GH, 
c'est-à-dire égal à la différence des momens des 
forces appliquées, et qui tend à renverser la 
machine. 

iiSg. Il faut remarquer que, dans la démons- 
tration précédente, il n'est pas nécessaire de 
supposer les barres Kl et GH implantées à angle 
droit, et sur le milieu des côtés B6, Aa^ elles 
peuvent y être fixées où Ton voudra et sous des 
angles quelconques; il suffit que la liaison e[vec 
ces côtés soit invariable. 

240. On pourrait encore, au lieu de deux 
leviers AB et aby imaginer deux tours égaux et 
parallèles, dont je suppose les deux axes pro- 
jetés en F ety. Si les rayons correspondans des 
deux roues et des deux cylindres sont unis de 
même par des côtés parallèles Bft, Aa mobiles 
sur des charnières B , ^, A , ^ , on aura encore 
une machine du même genre que la balance 
de Roberval, et où deux poids P et Q, étant 
une fois en équilibre, y resteront toujours, à 
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quelque digtance qa'on leisjospçnde sur lék 1ms 
KletGH. . 

.- a4.i • Si l'on imagiiie enfin qae les axes fixes 

de ces tours soient les axes de deux yis égales^ 

qu'une puissance P tende à faire avancer dans 

feusrs i^rous , on verra de même que Feffort de 

cette puissance, pour faire avancer la vis , ne 

change point, quelle que ^t la longueur du 

bras RI pa^ lequel elle agît , et qu'U est toujours 

lé même que si la fi>rce agissait simplement au 

point B, dans une direction parallèle. 

• ■ • 

"■ i^^' Ncms pourrions étudier encore d^autres 

machines; mais comme elles n'oflrîratent rien 

.dé nouveau qui mcfit&t de trouver phc0 dans 

les Éléinens, nous n'étendrons pa^ plus Ibîn 

ces applications. Notre objet pfincîpal / dans 

ces deux derniers chapitres, était de fixçr, par 

quelques exemples très simples, les principes 

que nous avions établis et développés dans 

les deux chapitres précédens. Nous avons cru 

devoir indiquer en même temps la marche 

que Ton peut suivre pour trouver les coudi- 

ditions de l'équilibre dans quelque machine 

que ce soit, et c'est ce qui ne présentera aucune 

difficulté, d'après ce qu'on a dit aux n'* 209 

etsuivans, surtout lorsque l'on ne considérera 

que deux forces appliquées a la machine. 

FIN. 
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MÉMOIRE 


SUR 


LA COMPOSITION DES MOMENS 


ET DES AIRES 


DANS LA MÉCANIQUE. 


Des Couples, 

Dans ma Statique, j'ai nommé couple l'ensemble de 
deux forces parfaitement égales, parallèles et de sens 
opposés. On sait que ces deux forces n'ont pas de ré^ 
sultan te , c'est-à-dire ne peuvent être tenues en équi- 
libre par aucune simple force dirigée comme on vou-> 
dra dans l'espace. A la vérité , le calcul qui donne , 
pour cette résultante, une force nulle appliquée à une 
distance infinie des composantes , ne nous apprend plus 
rien alors, puisqu'il donne la même expression pour 
deux autres forces quelconques égales , parallèles et de 
^ens opposés , dont l'efiet pourtant n'est pas le même 
que celui des deux premières ; mais il est évident à 
priori que de telles forces ne peuvent avoir de résul- 
tante unique : car si l'on pouvait assigner la position 
de cette résultante à l'égard de l'une des forces du 
couple , on lui en trouverait sur-le-champ une autre 
parfaitement symétrique et de sens contraire à l'égard 
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de la seconde; et elle aurait à la fois deux positions 
différentes , ce qui est absurde. 

L'effort d'un couple ne peut ^.tre contre-balancé que 
par celui d'un autre couple. J'ai fait voir que cet effort 
a pour mesure le produit de Tune des forces par b. dis- 
tance qui les sépare ; de sorte qu'en nommant ce pro- 
duit le moment du couple , deux couples contraires se 
font équilibre, quand leurs momens sont égaux. 

Com,positîon des. couples, analogue à la composition 

des forces. 

J'ai d'ailleurs établi sur les couples tous les théo- 
rèmes qui correspondent à la composition des forces ; 
et même cette proposition (dont on fait si souvent 
usage) , qu'une force peut être transportée en un point 
quelconque de sa direction, trouve ici son analogue, 
qui consiste en ce qu'z/n couple peut être transporté 
partout oii Von voudra dans son plan , ou dans tout 
autre plan parallèle, et tourné comme on voudra dans 
ce plan, sans que son effet en soit changé. 

Ainsi des couples situés arbitrairement dans le même 
plan ou dans des plans parallèles sont des couples de 
même direction ; d'où l'on voit combien est illusoire 
l'expression que donne le calcul pour la résultante d'un 
couple, puisque, d'après cette propriété, il n'y aurait 
pas de lieu de l'espace où l'on ne pût la supposer ap- 
pliquée , ce qui n'a plus aucun sens. 

Mais la proposition précédente est principalement 
utile dans la composition des couples , où elle permet 
de les rapprocher et de les disposer entre eux de la 
manière la plus favorable à la démonstration, et nous 
conduit par une voie très simple aux théorèmes suivans: 


MÉMOIRE. 33g 

1*. Deux couples situés éCune manière quelconque 
dans le même plan ou dans deux plans parallèles, se 
composent en un seul égal à leur sommcy ou à leur 
différence, selon que ces deux couples sont de même 
sens y ou de sens contraires. 

2**. Deux couples situés d^une manière quelconque 
dans deux plans perpendiculaires aux deux côtés d'un 
parallélogramme, et représentés en grandeur par ces 
côtés, se composent en un seul situé dans un plan per~ 
pendiculaire à la diagonale, et représenté en gran- 
deurpar cette diagonale. 

D'où l'on peut conclure que trois couples perpendi- 
culaires aux trois arêtes contiguës d'un parallélépipède 
quelconque, et représentés, pour leurs m omens, parles 
longueurs de ces arêtes, se composent en un seul, per~ 
pendiculaire à la diagonale , et représenté pour son 
moment par la longueur de cette diagonale. 

Ces théorèmes , comme nous le verrons tout k 
l'heure 9 renferment la théorie des moniens, considérée 
de la manière la plus générale , et la théorie des aires, 
qui ne sont autre chose , dans le mouvement des corps, 
que les momens des forces qui les animent; mais ils 
se démontrent avec autant de simplicité que le paral- 
lélogramme des forces , et font descendre ainsi dans 
les Élémens les propositions les plus élevées de la 
Mécanique. 

Qu'on me permette ici d'en rappeler en peu de mots 
l'usage dans la Statique, et, sans cesser de tendre vers 
l'objet de ce mémoire , d'y arriver dans l'ordre naturel 
de nos idées 
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I. 


Usage des couples dans la Statique. 

Une force étant appliquée en un point d'un corpg 
ou système quelconque solide , si Ton prend un 
autre point quelconque dans ce corps , ou au dehors , 
pourvu qu'on l'y suppose invariablement attaché , et 
qu'on applique à ce nouveau point deux forces con- 
traires égales et parallèles à la première y il est clair 
que l'élat du corps ne sera pas chan^^é ; mais on pourra 
considérer actuellement , au lieu de la simple force 
proposée , i°. une force parfaitement égale, parallèle 
et de même sens, appliquée au nouveau point ; 2**. un 
couple formé par les deux forces parallèles restantes. 
Si , pour plus de clarté , on transporte ce couple ail- 
leurs , dans un plan quelconque parallèle au sien , ce 
qui est permis, il ne restera au point dont il s'agit 
qu'une force parfaitement égale et parallèle a la force 
primitive, et qui ne serait en quelque sorte que cette 
même force qu'on y aurait transportée parallèlement 
à elle-même. 

On peut donc dire qu*une force peut être trans- 
portée parallèlement à elle-même en un point quel- 
conque, pourvu que l'on considère le couple qu'elle 
engendre dans cette translation , et qui a pour mesure 
le produit de la force par le chemin qu'elle a parcouru. 

Cela posé, tant de forces que l'on voudra étant ap- 
pliquées d'une manière quelconque à un corps , si on 
les transporte toutes parallèlement à elles-uiéines en un 
même point quelconque , elles viendront s'y composer 
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en une seule que je nommerai la résultante, et tous les 
couples qu'elles ont produits dans leur translation se 
composeront en un seul , que je nommerai le couple 
résultant. 

Composition générale des forces. 

Ainsi , des forces dirigées d'une manière quelconque 
dans l'espace, peuvent toujours se réduire à une seule, 
et à un couple unique, lesquels sont, en général, situés 
dans des plans différens. Sur quoi l'on peut observer 
que la direction , la quantité et le sens de la résultante 
seront toujours les mêmes en quelque lieu qu'on ait 
pris Y origine, c'est-à-dire le point où l'on a transporté 
toutes les forces. £n variant la position de ce point, 
la résultante ne fera que se transporter parallèlement 
à elle-même en divers lieux de l'espace , mais le jplan 
et la valeur du couple changeront nécessairement. 

Lois de Véquilibre, 

Mais quelle que soit la position de l'origine , un 
couple ne pouvant jamais être tenu en équilibre par 
aucune simple force dirigée comme on voudra dans 
l'espace y il résulte de ee que nous venons de dire 
qu'il ne pourra jamais y avoir équilibre entre les 
forces, à moins que la résultante et le couple résul- 
tant ne soient tous les deux nuls k la fois. 

Ainsi toutes les forces appliquées au corps, étant 
transportées parallèlement à elles-mêmes en un point 
quelconque, doivent sy foire équilibre entre elles, et 
tous les couples qu* elles produisent en se transportant 
en ce point doivent aussi se foire équilibre entre eux ,^ 
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Telles sont les propriéte's générales de l'équilibre, 
c'est-à-dire les conditions qui existent nécessairement 
dans l'équilibre de tout système libre. Elles fournissent 
les six équations connues , entre les forces décompo- 
sées suivant trois axes quelconques dans l'espace , et 
entre les couples décomposés suivant trois plans dif- 
fércns qu'on peut supposer conduits par ces axes. 

A quoi se réduisent les conditions précédentes y quand 
il y a un point fixe dans le sjfsthme. 

Ces trois dernières équations suffisent , lorsqu'il y a 
un point fixe dans le système , en supposant qu'on ait 
pris ce point pour l'origine : car la résultante , se trou- 
vant déUruite par sa résistance , peut avoir telle valeur 
qu'on voudra , et il suffit que le couple résultant soit 
nul. On voit bien nettement par là que la pression 
exercée sur le point fixe est identiquement la même 
que si toutes les forces du système y étaient trans- 
portées parallèlement à leurs directions : car elles y 
sont actuellement transportées ; et pour les couples 
qu'elles ont produits , comme ils doivent être en équi- 
libre d'eux-mêmes , c'est-à-dire quand bien même le 
corps ne serait pas soutenu , il est évident qu'ils ne 
peuvent nullement charger le point fixe. 

Propriété noui^elle de V équilibre d}un corps solide. 

Lorsque des forces sont en équilibre autour d'un 
système quelconque invariable de forme , on sait 
qu'elles peuvent toutes varier proportiounelleMient à 
leurs grandeurs sans cesser de se faire équilibre. Mais 
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on voit ici qu'elles peuvent encore s'approcher ou s'é- 
loigner toutes d'un même point quelconque , pro- 
portionnellement à leurs distances à ce point , sans 
que cet e'quilibre soit trouble' : car si chaque force se 
meut ainsi parallèlement à elle-même , dans le plan 
formé par sa direction et le point dont il s'agit , elle 
augmente ou diminue le couple qu'elle donne à son 
égard dans le même rapport que sa distance à ce point , 
et par conséquent tous les couples du système con- 
servent leurs positions y et demeurent proportionnels. 
Ainsi la résultante et le couple résultant étant une fois 
nuls y le seront toujours , et Ttéquilibre subsistera. 

Condition nécessaire pour qu^un sjrstème quelconque 
de forces ait une résultante unique. 

Les forces appliquées au système étant ramenées, 
comme nous venons de le voir, à une seule force et 
à un seul couple-, si la force se trouve parallèle au 
plan du couple, on pourra amener ce couple dans un 
même plan avec elle , et les réduire tous deux à une 
force unique : et réciproquement, comme on a dé- 
montré qu'une force et un couple ne peuvent se ré- 
duire à une force unique sans être dans le même plan 
ou dans des plans parallèles , ce qui est ici la même 
chose , il s'ensuit que des forces dirigées d'une manière 
quelconque dans Vespace ne peuvent jamais se ré- 
duire à une seule, à moins que la résultante de toutes 
ces forces transportées parallèlement à elles-mêmes en 
un point quelconque, n'ait une direction parallèle au 
plan du couple résultant. 

C'est par là qu'on peut voir comment trois foA'cei^ 
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Esprnêien muiifiiqu& dùÊpropriMf prêcédvnàiM. 
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Pour soâmettre lei pcoporitiont préttfdenles au calr 
cdL^.coiicevQns.è Forinpiie où Ton traniporte tome» 
IwlinKefty trpu aiM.qoelcoiupet» qw noi» praidront 
rgctaijgnlajrm entre eux, ^poiir phis daeimpUcîté dans 
Ife eypreniopi, 

SoitRlavésçltaiitegâiënle; X,T»Zse8 trouxom* 
piDieiite» niÎTmf ,1^ IDia des a?f^, «; eoieiit «, ji, y 
lèi troie angles fespectift qae ta directioii fonoe 
avec eux* 

On a»m, par le paiallélépipèdedea forcée ,. 


R»=:X* + Y* + X-, 

X Y Z 

et eo8 «= j» ca8/8 = ^, cosv= g-. 

■ 

Or Xy Y, Z sont respectivement égales aux sommes 
des forces décomposées parallèlement aux trois axes 
des Xjjr^ z. On trouvera donc facilement par ces équa- 
tions la valeur et la direction de la résultante géné- 
rale. La première condition de l'équilibre , qui veut 
que cette résultante soit nulle , donnera ce qu'on 
nomme les trois équations de l'équilibre de translà" 
tion y qui reviennent à ce que la somme des forces es- 
timées suivant trois axes quelconques soit nulle d'elle^ 
même par rapport à chacun de ces axes. 
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Soit G le moment du couple résultant ; L , M , N les 
momens respectifs des trois couples dans lesquels il 
se décompose perpendiculairement aux trois axes des 
x^ jr^ z; soient A, /m, y les trois angles que forme avec 
ces akes la perpendiculaire au plan de ce couple j et 
que nous avons nommée Vtuce du couple. 

On aura , par le parallélépipède des couples, 

L M N 

et cos A =-T7 y cos f« = r^r 9 cos y = 77* 

Or, on voit (n®* 102 et io3 de la Stat.) que les cou- 
ples L , M , N sont respectivement égaux aux sommes 
des momens pris dans l'acception ordinaire par rap- 
port aux trois axes Xyjr^Zj c'est-à-dire aux sommes 
des produits qui résultent des forces projetées sur 
chacun des plans coordonnés , multipliées par leurs 
distances à l'axe qui lui est perpendiculaire : on trou- 
vera donc facilement par les équations ci-dessus la 
valeur et la position du couple résultant. 

La seconde condition générale de l'équilibre , qui 
veut que ce couple soit nul , donnera ce qu'on appelle 
les équations de l'équilibre de rotation, qui consistent 
en ce que la somme des momens de toutes les forces , 
par rapport aux ti'oisaxes coordonnés, soit nulle d'elle- 
même relativement à chacun de ces axes. 

Que ces sortes de produits qu'on appelle momens, 
n étaient au fond que la mesure de certaines forces 
cachées que les couples ont mises en évidence. 

On voit ici , par l'identité des couples avec les mo- 
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mens tels qu'on les considère ordinairement en Sta- 
tique y quel rôle jouent ces sortes de produits dans la 
composition géne'rale des forces et dans les lois de leur 
équilibre. A la vérité , dans l'équilibre d'un corps as- 
sujetti à tourner autour d'un axe fixe , les lois connues 
du levier nous montraient bien ces produits comme 
les efforts des puissances pour faire tourner le corps 
autour de cet axe, puisque l'on trouvait que la somme 
des momens des forces qui tendent à faire tourner dans 
un sens doit être égale à la somme des momens de 
celles qui tendent à faire tourner dans le sens con- 
traire. Mais, lorsqu'il n'y avait aucun point d'appui, 
et que le système était parfaitement libre dans l'es- 
pace , les momens ne restaient plus dans les conditions 
de l'équilibre que comme de simples expressions de 
calcul , et perdaient cette espèce de signification que 
leur donne la présence d'un axe fixe , et qui les avait 
fait nommer momens par les anciens géomètres. Or, 
par la théorie des couples , ils reparaissent dans l'équi- 
libre des corps libres, comme dans l'équilibre des 
corps gênés par des obstacles. Estimés par rapport à 
un point quelconque du corps , ils mesurent certains 
efforts particuliers que Ton peut concevoir comme en- 
gendrés par les puissances qui se transportent paral- 
lèlement à elles-mêmes en ce point , et qui , tandis 
que ces puissances s'y composent et s'y font équilibre 
à leur manière , doivent aussi se composer et se faire 
équilibre à la leur. Ce n'est pas qu'au fond les valeurs 
des momens et des couples ne soient parfaitement les 
mêmes. L'analyse n'a pour objet que de simples rap- 
ports , et les diverses grandeurs , sous ses formules , 
ne conservent plus aucune trace des premières idées 
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qu'on y avait jointes. Mais , en Gëome'trie comme en 
Algèbre , la plupart des idées différentes ne sont que 
des transformations ; les plus lumineuses et les plus 
fécondes sont pour nous celles qui font le mieux 
image , et que l'esprit combine avec le plus de facilité 
dans le discours et dans le calcul : or, les couples ont 
éminemment cet avantage sur les momens ; et , si l'on 
considère que la théorie des momens se présente d'elle- 
même dans la réduction générale des forces et dans 
les conditions de leur équilibré; que , d'un autre côté, 
dans la Dynamique , la composition des mouvetnens 
de rotation est ausfsi nécessaire que celle des motive-- 
mens de traînâlation , pour l'analyse complète du mou- 
vement d'un corps de grandeur sensible , on verra que 
la composition des couples exposée ci-dessus , tant 
par la symétrie des théorèmes que par la simplicité 
des démonstrations, vient se ranger naturellement à 
côté de la composition des forces , et forme ainsi la 
seconde partie essentielle des Ëlémens. 

Équation de condition pour qu^un système de forces 

ait une résultante unique, 

' Nous avons vu tout à l'heure que si des forces quel- 
conques sont réductibles à une seule, la résultante 
générale sera parallèle au plan du couple résultant. 
Pour exprimer cette condition dans le calcul , il n'y a 
donc qu'à exprimer que l'axe du couple est perpendi- 
culaire à la direction de la résultante , ou que le co- 
sinus de leur inclinaison mutuelle est nul. Mais, 
d'après les dénominations précédentes, le cosinus de 
cet angle est 

COS m . COS A -+• COS /S . COS fê -J- cos y . cos V ; 


• . • • ■ "■ • • , ■ -^ 

mpremàon qui étant égiJée à irfro, >prtg y atoir wlb»> 
tifné à la plaoe'des coéûmi teiirt talenriy donne nur- 
l*<li«inp réfnatîpii ' ' 

«jni'iAàliKthTdftCita diêit^ etlêon 

Éwvmaiit estiniéi par rapport ink trdH'n^^ 


f 


' ■ * unique jui poste en un pêimémmé» 


. Hais n l'on toolait exprimer qoe les forces sont rék 
dnctSdet à une aenle qnipaMe en nn.pmnt donntf , on 
tranipor^^Wt. l'i^ngpç en ce pomt ^ . et Fon cupûne- 
lait .«pie le couple résoltuit y. est noL Ainsi a^b, e 
étant les coordonnées de la noaTcUe origine, il sdlt> 
raiti dans les expressions L, H, N , de mettre ^-^5> 
jr-^bf M'-^Cf àlaplacede Xyj*, s, ce qoi donnerait 
lesnonTcanx moovemens V^ IT, If, et Ton anrsitles 
trois équations 

L'c=o, M' = o, 1^ = 0, 

qui nous font voir que la somme des momens doit être 
nulle par rapport à trois axes qui se croisent au point 
donné. 

Si le point n'est pas donné , et qu'on cherche au conr 
traire s'il y a dans l'espace quelque point où les forces 
peuvent donner un couple nul , on aura les trois mêmes 
équations, mais où Oj bj c seront alors les inconnues. Or, 
en les éliminant , on trouvera d'abord, entre les forces 
proposées, l'équation de condition XL4-YM-f-ZN=^o, 
sans laquelle les trois premières ne peuvent subsister, 
et qui nous redonne ainsi la condition d'une résul- 
tante unique , comme cela doit être. 
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IL 

Des Couples ou tnomens rapportés à àifférens axas. 

Le couple résultant G décomposé perpendiculaire** 
ment à un axe qui forme avec le sien un angle d , étant 
égal à <j t:os 4 ; si l'on nomme a', i/i ^ 9 j les trois angles 
que cet axe forme avec ceux des coordonnées , comme 
on a par la Géométrie 

COS 6 = COS X COS a' -f- COS/M COS fA + cos 9 cos /, 

on trouvera 

G cos ô = L cos a' 4- M cos ^' + N cos /, 

formule très simple qu'jEi/ier a donnée dans le tom. VII 
des Nouveaux Actes de Pétersbourg y mais à laquelle 
il n'était parvenu que par de longs circuits d'analyse* 
Cette équation nous apprend que si Von connaît les 
sommes L, M> N, des momenspar rapport à trois axes 
rectangulaires, on trouvera sur-le-champ la somme des 
momens par rapport à un axe quelconque , en multi^ 
pliant ces trois sommes respectives par les cosinus des 
angles que les trois axes font avec le nouvel axe donné. 
C'est ainsi qu'en Géométrie , pour projeter une ligne 
sur un axe quelconque , on peut d'abord projeter cette 
ligne sur trois axes rectangulaires; projeter ensuite ces 
trois projections sur l'axe donné , et ajouter ensemble 
ces projections de projections. 

Du Moment maximum entre les momens rapportés aux 
différens axes qui passent par un même point. 

Puisque la somme des momens , par rapport à un 
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axe qui ùâi , avec celai du couple résultant, un angle 6, 
est G cos 6 y il s'ensuit : 

i«. Que de fous les axes qui passent par Forigine, 
Taxe du couple résultant est celui par rapport auquel 
la somme des momens est la plus grande y 

a*. Que la somme des momens est la mémeparrap- 
port à tous les axes qui font un même angle avec celui 
dm plus grand moment , ou quiforment une surface co- 
nique décrite autour de lui sous cet angle j 

3". Que la somme des momens est nulle par rapport 
à tous ceux qui font cet angle droit , ou quiforment un 
plan perpendiculaire à sa direction. 

L'axe et ]|l Taleur du moment maximum ne sont 
autre chose que Taxe et la valeur du couple résultant, 
et se déterminent par les mêmes équations. D'où VoA 
voit que le carré du moment maximum est égal à là 
samnte des carrés des momens par rapport à trois axes 
rectangulaires, et que son axe est la diagonale dû 
parallélépipède construit sur les trois lignes qui re- 
présenteraient sur ces axes les grandeurs respectives 
des trois momens précédens. 

Ce sont les résultats que M. Laplace avait déjà tirés 
de l'Analyse ; ils formaient de beaux théorèmes de 
Mécanique, et Ils ne sont plus ici que des corollaires 
ésfidens de la composition des couples. 

Mais voici de nouvelles conséquences , entièrement 
dues à nos principes , et qui achèvent toute la théorie 
des momens. 


MÉMOIRE. 35i 

Du Moment ininiman) entre l'infinité des momens 
maxima relatifs à tous les points de l'espace. 

Observons que tout ce que nous venons de dire est 
relatif à l'origine que Ton a choisie pour y transposer 
toutes les forces. En prenant cette origine ailleurs , la 
quantité , le sens de la re'sultante générale , ne chan- 
gent pas , et sa direction demeure toujours parallèle à 
elle-même ; mais le moment maximum varie de gran- 
deur, et son axe s'incline sur sa première position. 
Pour chacun des points de Tespace , considérés succès» 
sivement comme origines, il y a donc un axe autour- 
duquel la somme des momens est un maximum, rela- 
tivement à tous les axes qui se croisent au même point. 
On pourrait donc demander en quel lieu il faudrait 
prendre l'origine ou le centre des momens , pour que 
le moment maximum, y fut plus petit que partout ail* 
leurs j et par conséquent fut le minim^um des momens 
maxima relativement à tous les points de l'espace. 

Pour trouver facilement la position de ce point, re- 
gardons toutes les forces comme réduites à une seule 
et à un couple, par rapport à un point quelconque 
connu , et suivons les variations qu'éprouve ce couple 
par le déplacement de l'origine. 

D'abord il est visible qu'en déplaçant l'origine dans 
la direction même de la résultante générale, le couple 
résultant ne change pas ; car le couple que fournit la 
résultante en se transportant en un autre point de sa 
propre direction est nul de lui-même, et le couple pri-^ 
niitif n'est pas altéré. Nous voyons donc que les mo- 
métis maxima sont constans pour toutes les origines 
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prises le long dune même droite parallèle à la direc- 
tion de la résultante générale, et que leurs axes s&ni 
parallèles entre eux. Ainsi, tout ce que nous avons 
dit plus haut des momens par rapport aux axes qui se 
croisent en un même point subsiste de la même ma- 
nière et avec les mêmes valeurs , pour tous les points 
de la résultante qui y passe. 

Supposons donc que l'origine s'écarte de cette direc- 
tion, et soit tellement placée dans l'espace, que le 
couple résultant soit perpendiculaire à la direction de 
la résultante ; je dis qu'alors ce couple est dans la posi- 
tion du minimum; car si l'on déplace actuellement 
l'origine d'une manière quelconque , il ne pourra 
qu'augmenter. En effet, la résultante, en changeant 
de position , produira un couple perpendiculaii*e sur le 
premier ; et puisque ces deux couples sont recCangu^ 
laires, ils donneront parleur composition le nouveau 
couple résultant plus grand que l'un ou Tautre d'entre 
eux : donc le premier couple résultant aura augmenté ; 
donc il se trouvait dans la position du minimum, lors- 
qu'il était perpendiculaire à la direction de la résul- 
tante générale, ou lorsque son axe coïncidait avec elle. 

Comment on détermine Vaxe du couple minimum. 

Soit donc G une ligne qui représente à la fois Taxe 
et la valeur du couple résultant par rapport à un point 
connu ; R une autre ligne qui représente la valeur et 
la direction de la résultante en ce point; ^ l'angle que 
forment ces deux droites. 

Pour avoir l'origine du couple résultant minimum, 
il faudra transporter la résultante R parallèlement à 
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elle-même y de telle sorte et d'une telle quantité p, 
que le couple R/? qu'elle produira, étant composé avec 
le couple primitif G , forme un couple résultant dont 
Taxe soit R. 

L'axe du couple R/) doit donc être dans le plan des 
deux lignes R et G qui font un angle ç ; d'ailleurs il 
est nécessairement perpendiculaire à la direction R ; 
donc on aura, par le parallélogramme des couples, 

Kp = G sin ^ , 

et, pour la valeur K du couple minimum, 

K = G cos ^. 
Ainsi , en élevant au sommet de l'angle ç , et sur le plan 

de cet angle , une perpendiculaire p = — -^r— ^ , et me^ 

nant par l'extrémité de cette perpendiculaire une pa- 
rallèle à la direction de la résultante générale , on aura 
l'axe du minimum, des momens mcuvima, et l'origine 
pourra être prise partout où l'on voudra sur cet axe. 

Si l'on veut tout rapporter aux trois axes coordon<- 
nés,. soient «, /8, y les inclinaisons de R sur ces axes, 
et A, ^, f celles de G sur les mêmes lignes; on aura, 
pour l'inclinaison mutuelle ^ de R et G , 

cos ^ = cos et cos A + cos fi cosft + cos y cos y ; 

ou bien , en mettant , au lieu des cosinus , leurs valeurs 
données précédemment, 

XL + YM + ZN 

eos^= gg , 

d'où l'on tire 

XL+YM + ZN 


K= R » 


a3 


t^ 


MÉWOTRE. 
1 irts simple de la valeur du conple mi- 


Acluellement , soient a,b,e les (rois coordonnées 
de rextrétiiité de la perpendiculaire p ; on aura d'a- 
bord û' + A' + f' := p', qui donne , en mettant pour p 
sa Tttlenr, 


Ensuite, comme p est à la fois perpendiculaire à R 
et à G, il est clair qu'on aura 

aX + ftY + cZ = o, 

ce qni fait trois équations au moyen desquelles on 
pourra déterminer a, b, c, et par conséquent la pt 
tjon de l'axe du couple minimum dans l'espai 


De Faxe central dei moment. 


M 


Cet axe remarqnable , oà la somme des liioitiEns est 
à la lois un rrMtximmn relativement aox axes qui se 
croisent au même point que lui , et Dn minimam rda- 
tivetneut h ceux qui donnent les momens maxime aux 
divers points de l'espace, pourrait se nommer l'axe 
central des inomens; et cette dénomination, déjà mo- 
tivée en ce qu'il jouit d'une propriété exclusive par 
rapport à tous les auttas, se trouve j)leinement justi- 
fiée , si l'on observe qu'aux mêmes dbtances autour de 
lui, tes momens miurima sont les mêmes , et que lesrs 
axes ont , à son ^^u;d, dès po^ttions iKmblables. 

En effet, le même raisonnement qui nous a fait pas- 
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ser tout à l'heure du couple résultant G au couple mini-' 
mum K , nous ramène , dans l'ordre inverse, de celui-ci 
au premier, et par les mêmes équations , 

Rp = G sin ^ , et K = G cos (p. 

Mais ici, de quelque côté qu'on transporte la résul- 
tante R , pourvu que ce soit à une même distance p 
de sa position actuelle ou de l'axe central, on trouvera 
toujours un couple résultant G de même valeur, et 
une même inclinaison ç entre son axe et la résultante; 
et , de plus, le plan de ces deux droites sera toujours 
perpendiculaire à la ligne p : puisque , si tout cela n'a- 
vait pas lieu comme ci-dessus , en ramenant la résul- 
tante dans l'axe central , on ne retrouverait plus le 
même couple minimum K, ce qui ne peut pas être. 

Les momens maxima sont donc constans, non-seule- 
ment pour toutes les origines prises le long dune par- 
rallele à la résultante, comme nous fassions déjà re- 
marqué, mais encore pour toutes les origines prises 
sur le cylindre que décrirait cette droite autour de 
Taxe central qui lui est parallèle. 

Pour les axes de ces momens, tant que V origine ne 
sort pas d'une même génératrice de ce cylindre, ils de^ 
meurent parallèles entre eux et forment un plan ^ m>ais 
si r origine passe dune génératrice à Vautre parla cir^ 
conférence dun cercle, ih forment un hyperboloïde de 
révolution autour de Taxe central. 

Les momens maxima G ne carient donc qu'avec les 
distances p de leurs origines à l'axe central , et les deux 
équations précédentes nous donnent 

G* = R«/7* 4- K% 

23.. 
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éq[9atioii. qoi nous £ût voir que eet moment croiiteiiti 
poar les origiuet prises à didEnrenles distances de Taxe 
central , comme les ordonnées d'une hyperbole dont 
ces distances seraicfnt les abscisses ; ainsi leurs Taleors 
augmentent sans bornes, et il n'y a pas de moment 
maximum maximorum; ce qui était d'ailleurs asses 
évident de soi-même. 

R» 

On a de plus, tangfss-^, ce qui donne Içs incli- 
naisons des axes des momens maximasar l'axe central, 
et nous montre que leurs tangentes varient dans le rap- 
port des distances de leurs origines à cet axe. 

Remarquons encore que , dans le cas où la résultante 
générale est nulle , on a , par la première équation , 
GssK, quelle que soit la valeur de p. 

Lors donc que les forces appliquées sont telles, 
qu'étant transportées en un même point , elles se font 
équilibre entre elles , les momens maxima sont les 
mêmes pour tous les lieux de l'espace , et leurs axes 
sont tous parallèles. 

Si les forces appliquées ont une résultante unique, 
comme on a pour cette condition cos ^ = o , l'équa- 
tion K = G cos ^ donne K = o ; c'est-à-dire que le 
moment minimum maximorum, est nul , comme il est 
clair que cela doit être , puisque l'origine tombe alors 
sur la direction même de la seule force à laquelle se 
réduisent toutes celles dû système. 

Classification de tous les axes de l'espace auxquels on 
voudrait rapporter les momens dun sjrsthme defiyrces. 

Telle est donc la théorie générale exposée ci— dessus, 
que tous les axes de l'espace auxquels on peut rap- 
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porter les momens d'un système quelconque de forces, 
peuvent être distingués et classés entre eux de la ma- 
nière suivante : 

D'abord, si , pour simplifier les choses^ nous no con- 
sidérons que les axes qui se croiseraient aux divers 
points qu'on peut prendre sur un même plan perpendi-^ 
culaire à la direction de la résultante, nous observons : 

1^. Que, parmi tous les axes qui se croisent en uu 
même point , il y en a uu seul distingué de tous les 
autres, en ce que la somme des momens y est un 
maximum. 

Les autres se classent autour de lui en diverses sur- 
faces coniques circulaires dont il serait l'axe commun. 
Pour tous ceux qui forment la même surface , les 
momens sont égaux , et ils varient d'un cône à l'autre 
en raison des cosinus des angles sous lesquels ces cônes 
sont décrits. 

2°. Parmi tous les axes qui donnent les momens 
maxima relativement aux divers points du plan , il y 
eu a un seul distingué de tous les autres, en ce qu'il 
donne le plus petit de ces maxima , ou le minimum 
maximorum des momens. 

Les autres axes des maxima se classent autour de 
lui en diverses surfaces d'hyperbolo'ides de révolution 
dont il serait Taxe commun. Pour tous ceux qui for-- 
ment la surface d'un même hyperboloïde, les momens 
maxima ont la même valeur, et ils varient d'un hyper- 
boloïde à l'autre, suivant les lois que nous avons don- 
nées ci-dessus. 

Actuellement , tout ce que nous venons de dire re- 
lativement aux diverses origines prises dans un même 
plan perpendiculaire à la résultante, subsiste de la 
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3 déduire 


e du ukomeni 


tiiêiiie uianièi'e , et avec les mêmes valuurii, pour lous les- 
lieuï qu'occuperaient successivemeut tous ces points 
en transportant le plan parallèlement à lui-même. Les 
momeus maxima restent les inémea autour des munies 
axes (|ui deviennent parallèles ; et comme il n'y a, 
parmi eux, que l'axe du moment minimum maximo- 
rum qui soit perpendiculaire au plau mobile, on voit 
qu'il est te seul qui n'ait absolument qu'une même po- 
sition dans l'espace ; que , de plus , tous les axes qui 
ont à son égard des positions semblables , doi 
mêmes momens ; et c'est ce qui nous a fait n 
cet axe unique, Vaxe. central des n 

Au reste, les résultats précédons, 
ncmens les plus simples , pourraien 
du calcul par la méthode ordinaire de n 
nimi's- et l'an trouve aise'mcnt, poui 
minimum maximarum, les e'quations suivantes : 

(N4-T:c— X^) Y — (M + Xï — Zj:) Z = o, 
(L + Zj' — Y2) Z — fN + Yj:— X^)X=o, 
(M + Xz--Zar) X — (L + Z^ — Yz) Y = o, 

où x,j; X sont les coordonnées de cette ligne par rap- 
port i trois axes autour desquels les sommes respec- 
tirei des inomens sont L , H , N , tandis que X , ¥^ Z, 
sont les sommes des forces décomposées paraUèlemeut 
aux mêmes axes. 

L'une quelconque de ces équations est une snile né- 
cessaire des deux autre», «t par conséquent elles ne 
représentent qu'une seule et même ligne droite , la- 
quelle est manifestement parallèle à la direction 3e la 
résultante générale des forces. 

On trouve encore , pour le lieu de tous les fton^ts re- 
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laiiireinent auxquels les mota€na maxima «opt égaux 
ei représentés par H y l'équation suivante : 

(L — Yz + Zj-y + i^ — Zx^Xzy 

qui appartient à une surface cylindrique à base circu- 
laire décrite autour de la preixiière drpite , ce qui est 
conforme à ce que nous avons vu précédemment. 

Mais nous ne nous arrêterons pas à ces détails , et 
nous passerons sm*-le-cbairap, aux applications de la 
théorie des momens à la dynamique. 

m. 

Application delà théorie précédente à la Dynamique, 

Soient tant de corps libres qu'on yQudr<ii qui se v^tMr 
vent y sans aucune dépendance mutuelle , avec des vi- 
tesses uniformes suivant des droites quelconques , dans 
l'espace. 

Puisque chaque coips se meut uniformément en lijgne 
droite, la force qui l'anime demeure constante et dé 
même direction. 

Donc la résultante générale de toutes le.s forces qui 
animent, las corp^ du système, et leur moment résul- 
tait par rapport, à un point fixe quelconque., demeu- 
rent cofistaminent les mêmes dans tout le cours du 
mouvement. 

Conseryatioh des forces et conservation des momens. 

^ * ■ 

Ajctuelkioeiit, si l'on suppose que. tous ce^. corps qui 
étaient libres viçpnent tout à coup à se lier ensemble 
d'uue manière quelconque , et à réagir encçre les uns 


lutreti en vertu de nouvelles forces quelconques, 
irijiroques, c'est-à-dire telles qu'entre deux corp» 
I BL'uon soit toujours parfaitement égale et contraire à 
réaction, ce qui comprend toutes les forces de la 
" . les inouvemens individuels des diQorens corps 
changés, et les forces qui les animent vnrieroDt 
ae { dpurs et de directions, et continueront de va- 
rier à haque instant du mouvement. Mais ce qui est 
bien nariiuable . et forme un des plus beaux prin- 
cipes ae la jue la résultante générale 
de toutes ces fon lonient résultant par rap- 
port au point fixe, demeureront toujours Its iiiênies 
qu'auparavant, et seraient encore conservés, si tous 
les corps redevenaient libres, et que cbacun d'eux s'é- 
chappât en ligne droite avec la nouvelle vitesse dont il 
est actuellement animé. 

Démonsiralion très simple de ces deux lois générales. 

Ce principe , qui se déduit des équations différen- 
tielles du mouvement, peut aussi se démontrer par un 
raisonnement si simple , que je ne croîs pas devoir l'o- 
mettre ici. . 

Il est clair, en effet, qne ai diàque corps, à cause 
de sa liaison avec les autres , ne peut pliia obéir pleine- 
ment à l'impulsion qu'il a reçoe , sa force se décom- 
pose en deux autres , l'une qui est détruite, et l'autre 
qui subsiste actuellement. Tout se passe comme à la 
rencontre d'un obstacle invincible; excepté qne la 
composante, qui serait anéantie par l'obstacle, va se 
Teporter sur leS autres corps qui la détruisent par leur 
action. La force de chaque corps étantainsi remplacée 
par deux semblables composantes , la résultante dfa 
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toutes ces nouvelles forces et leur moment résultant 
sont toujours les mêmes qu'avant cette substitution. 
Mais les composantes , qui se font équilibre entre elles, 
donnent leur résultante et leur moment résultant nuls, 
comme nous l'avons vu dans les lois générales de l'é- 
quilibre : donc la première résultante et le premier 
moment résultant sont conservés, et n'ont souffert 
aucune altération par l'action mutuelle des différens 
corps du système. Quant aux autresforces qui pour- 
raient exister entre ces corps, comnae elles sont réci- 
proques, c'est à-dire deux à deux égales et contraires, 
elles ne changent rien non plus aux valeurs précé- 
dentes , car leur résultante et leur moment résultant 
sont évidemment nuls d'eux-mêmes. 

On voit donc que , dans un sjrsthme de corps qui ont 
reçu des impulsions primitives , et qui réagissent dune 
manière quelconque les uns sur les autres , la somme 
de toutes les forces qui les animent, estimées suis^nt 
une même droite, et la somme de, leurs momens par 
rapport à un même axe fixe quelconque, demeurent 
constamment les mêmes, malgré les variations quér 
proui^ent les mouvemens individuels des corps, et soit 
que ces mouvemens changent par des nuances insen- 
sibles , soit qu'il survienne entre eux. des changemens 
brusques par r action réciproque des corps, ou par 
toute autre liaison nouvelle qu'on voudrait établir su >* 
bitement entre ces. corps. 

Ces deux propriétés générales du mouvement cor- 
respondent, en quelque sorte, aux deux propriétés 
générales de l'équilibre; les mêmes sommes qui doivent 
être nulles dans l'état d'équilibre demeurent constantes 
dans l'état de mouvement ; et la conservation des forces 
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et des momens , présentée de celle cuamcte, subsislG 
e'galctacnt pour Loules les lois possibles entre la force 
et la vitesse du corp en mouvement. 

A quoi répondent les lois pri'cédeniex dans la nature. 
— Conservation du mouvement du centre de gravitéj 
conservation des aires. 

Dana la nature, la force d'un corps en mouvement 
se mesure par le produit de la masse et de la vitesse ; 
et le premier principe répond à la conservation du 
mouvement du centre de gravite, qui consiste en ce 
que ce centre se meut toujours uniformément en ligne 
droite, et delà même manière que si tous les corps du 
systttme y étaient réunis, et que Us forces qui les 
animent s'y fussent u-ansportees parallèlement à elles- 
mêmes. 

En effet . puisque la somme des forces estimées sui- 
▼aqt tue même droite est constante, on p<eut dire que 
la sorané des vitcMes de toutes \t». uolécules tfg^lfftdfl 
système, e« par cansriquead, UW' moyeane. ntww, 
ponrt'éloigBepd'mi plan peipenditmlwvÂ cetta,4lft^> 
est aussi une quaadtéccmalftntst Or t'à.«liaque ifi«ta»t, 
te* 'ritesies des molëcalca sont mesiuces par Us. p4ti(« 
accroissemeos, positif* ou qégotifs , de leurs dis^nce* 
aa plan que je considère » ainsi lamoyenne vitesse a'est 
autre chose que le moyen accroissement, oul'aecuoîfr- 
sement de la moyenne de toutes ces distapce»» et par 
conséquent, cVst la vitesse même du point qiu est le 
centre d« gravite de tout le système. Donc la vitcssede 
ce point, estimée suivant une ^ovte quelconque dass 
l'espace,' est ténfeun.la même iet^ooNime die repié- 
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sente la moyenne vitesse die toutes \fi^ molécules^ ^lle 
s'exprime par la somme, de toutes les yites$^s , divisée 
par leuT'nombre, ou parla somme de toutes le£i forces^ 
divisée par la masçe entière du système. 

Si Ton prend, pour cettç droH^ à laquelle poi rap- 
porte les forces , la dir^tion même de la résultatite 
générale, on voit que le centre de gravité s^e meu,^ 
précisément dans cette direction ; car ^i l'on cherchait 
actuellement la yitçsse de ce centre, pour i'éloignçr 
d'un plan quelconque mené suivant -cette droite , on 
trouverait, cette vitesse nulle, puisque la somme deâ 
forces , çstiinées dans un sens qu/elçonque perpendicu-r 
lair,e. à la résultante générale , est toujours nulle. 

Ainsi le centre de gravité d^y, sjrM^rne se meut urtU 

Jbrmément , en ligne droipe, dans la direction mêjnç de 

la résultante générale ^ et sa vitesse est exprimée par 

cette résultante dii^isée par la masse entière du ^sthrne,. 

Si ç<;tte résultante gépe'rale. Qst nulle, et qu'ainsi 
toutes les forces appliquées soient rédpctibles à »» 
couple , Iq centre de gravité du sy^tèm^ reste donc e^ 
repos dans l'espace., quels que soj<çnt le^ mouvem^ns 
particuliers des dijQférens corps qui le composent. 

SI tous ces corps sont liés entre exxt, de. manière à 
former un système invariable de figure , 1« système ne 
peut donc avoir qu'uja mouvement, de dotation autour 
du centrç de gravité; d'où l'on voit que l'efifet d'un 
couple sur un corps ou système ^lide, e8.t de le f^ire 
tourner autour d'^ point déterminé » qui ne dépend 
ni.de 1a grandeur ni de la direction du couple appli- 
qué , mais uniquement de la figure du corps, ou.plutôt 
de I4 disposition mutuelle des différentes particules 
qui. le <;p«ipo^nt. Àin^ Iç centre de> i^avité des corps 
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te présente d'une manière aussi naturelle dans la ibéo^ 
rie du mouvement que dans celle de l'équilibre : et 
il ne faut pas, avec quelques géomètres, le regarder 
seulement comme un point qu'il est préférable de 
choisir, parce que certaines expressions analytiques 
qu'on y rapporte se simplifient, ou que certaines in- 
tégrales s'y évanouissent , mais bien comme un point 
dont la considération s'offre d'elle-même dans la na- 
ture , et vient, pour nous ; de cette loi qui fait simple- 
ment la force proportionnelle à la vitesse. On doit dire 
la même chose de ces trois axes principaux de rotation, 
autour desquels un corps peut tourner librement, 
parce que les forces centrifuges s'y contre-balancent. 
C'est en vertu de cette ihême loi dont je viens de par- 
ler , qu'il y a de tels axes dans tous les corps , qu'il y 
en a trois, qu'ils passent au centre de gravité et qu'ils 
sont rectangulaires entre eux. 

Mais je passe au second principe de la conservation 
des moniens. Si l'on prend un point fixe quelconque et 
que, de ce point fixe oxx foyer , on mène à tous les 
corps du système des rayons vecteurs, en projetant 
toutes ces droites sur un plan quelconque, on verra 
facilement que le moment de chaque force par rapport 
à un axe perpendiculaire au plan de projection, et 
passant par le foyer, est proportionnel au produit de 
la masse du corps par l'aire que trace sur ce plan la 
projection de son rayon vecteur. 

Ainsi , dans la loi de la nature , la consen^aiion des 
momens revient à la conservation des aires, qui consiste 
en ce que la somme des produits des corps par les aires 
respectives que tracent les projections de leurs rajrons 
vecteurs sur unplanjîxe quelconque mené par le foyer, 
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est proportionnelle au temps, c'est-à-dire est toujours 
la même, en temps égal, pendant tout le mouvement 
du sjrsteme. 

Si toutes les masses du système étaient e'galeis entre 
elles, on n'aurait pas besoin de considérer leurs produits 
respectifs par les aires précédentes, mais simplement 
ces aires elles-mêmes , et le théorème reviendrait à ce 
que la somme des aires décrites par les rayons vecteurs . 
autour du foyer est toujours égale en temps donné. 
C'est ainsi qu'on peut toujours énoncer le principe des 
aires ; mais en supposant que les masses du système 
soient divisées en parties égales , et qu'on ait tiré du 
foyer des rayons vecteurs à toutes ces parties. 

Plan du maximum des aires. 

Gela posé , puisque les aires tracées par les rayons 
vecteurs ne sont autre chose que les momensdes forces, 
il s'ensuit qu'on peut appliquer à la composition des 
aires tout ce que nous avons dit de la composition des 
momens. 

£t d'abord , on voit que, parmi tous les plans menés 
par le même foyer, et qui reçoivent de la part des 
rayons vecteurs des aires différentes , il y en a un seul 
qui reçoit la plus grande ; et si l'on nomme L , M , N 
les sommes respectives des aires tracées sur trois plans 
rectangulaires quelconques, menés par le foyer, on 
aura pour la valeur G de l'aire qui est un maximum , 

G»=L* + M' + N*. 

Et , à l'égard du plan qui la reçoit , si l'on nomme 
A , ^ , y, les trois angles respectifs qu'il forme avec les 
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trois premiers ) on aura pour les cosinus de ces angles 

L M N 

ce qui détermine sur-le-champ la position de ce plan 
remarquable. 

Lorsqu'on connaît Taire maximum G, et le plan 
sur lequel elle tombe , on trouve facilement les aires 
que reçoivent les divers plans menés par le foyer ; car t 
étant l'angle que forme un plan quelconque avec celui 
du maximum des aires , on a pour l'aire décrite sur 
ce nouveau plan , G cos 9 ; d'où l'on voit que les aires 
sont égales sur tous les plans qui font le même angle 
avec celui du maximum, ou qui touchent un cône 
décrit sous le complément de cet angle autour de l'axe 
perpendiculaire à ce dernier plan ; que , de plus , elles 
sont nulles quand l'angle 9 est droit , c'est-à-dire sur 
tous les plans perpendiculaires à celui du maximum. 

Plan du minimum des aires maxima. 

Actuellement, parmi tous les plans qui donnent les 
aires m.axim.a, relativement aux divers points de l'es- 
pace considérés comme foyers , il y en a un seul qui 
donne le minimum de ces maxima, ou Taire minimum 
maximorum. 

Ce plan est perpendiculaire à la direction de la ré- 
sultante générale, ou du mouvement commun qui 
emporte le système. Son axe, c'est-à-dire la perpen- 
diculaire qui y serait élevée au foyer, se trouvera ab- 
solument de la même manière que Taxe central des 
momens , et le foyer pourra être pris partout où Ton 
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voudra sur cette ligue. Pdur tousr les foyers qui en se- 
raient aux mêmes distancés dans un plan pei^pendicit- 
culaire, les aires maxima auront les mêmes valeurs, 
et leurs plans seront perpendiculaires aux diverses gé-^ 
nératrices d'un hyperboioïde de révolution décrit au- 
tour de cet axe centtal. D'ailleurs , ces aires maxinià et 
lés inclinaisons de leurs plans varieront , en vertu des 
distances précédentes , d'après les mêmes lois que nous 
avons données plus haut ; et Ton trouvera sur les aires 
tous les théorèmes analogues à ceux qui out été rap- 
portés sur les momens. 

Usage de ces plans; de ceux qu'il faut choisir pour jf 
rapporter les corps du sjrstème. 

Cette coiistance des aires décrites sur des plans <[ui 
restent immobiles au foyer nous donne d'-abqrd l'idée 
de les observer sur les plans auxquels nous rapportons 
les difFérens corps, afin qu'à toutes les époques du mour 
vement nous puissions retrouver la position de ces 
plans , et reconnaître les changemens survenus dans le 
système. Mais d'après ce que nous venons de dire, on 
voit qu'il y a un choix à faire entre ces plans ooordon« 
nés ; car si un plan qui reste immobile au foyer reçoit 
constamment la même aire de la part des rayons vec- 
teurs, un plan qui recevrait constamment une même 
aire donnée ne serait pas pour cela immobile , et 
pourrait se mouvoir d'une manière quelconque tan- 
^entiellement à uii certain cône décrit autour du 
foyer. Donc si l'on avait rapporté primitivement tous 
les corps du syéfème à un certain plan , et qu'on ne sût 
rien autre chose dé ce plan , sinon qu'il recevait une 
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li qui rece- 


e propriété 


I 


aire donnée , on ne pourrait plus recouuaitre actuelle- 
ment sa position dans l'espace , parce qu'il a pu chan- 
ger , ou , plus eiacteinent, parce qu'il y en a une io- 
finilé d'autres qui jouissent de la même propriété 
que lui. 

Mais si l'on savait que le plan chercbé et 
tous ceuï qui passent au même foyer , celui 
vait l'aire La plus grande, on le retrouvei 
champ, parce qu'il est unique et jouit d'un 
exclusive par rapport à tous les autres. 

C'est donc ce plan qu'il faut choisir , de préférence à 
lOUSceiiT qui passent en un même point, pour y rap- 
porter les différens corps du système; et, sans con- 
naître la grandeur de l'aire qui y est décrite, on pourra 
retrouver sa position dans tous les temps , pourru 
qu'on connaisse le point fixe d'où partaient les rayons 
vecteure, ou du moins quelque autre point fixe qui 
soit, avec le premier , dans la direction du mouve- 

veaa foyer, le plan de l'aire maximum serait parallèle 
au premier. 

Si l'on ne connaissait point la posiUou de ce foyer, 
quand bien même on saurait que l'aire maximum dé- 
crite sur le plan cherché avait une valeur donnée, 
on ne pourrait pas encore distinguer ee plan d'une in- 
finité d'antres perpendiculaires aux génératrices d'un 
certain byperbolo'îde de révolution , parce que cba- 
can de ces plans jouirait de la même propriété de re- 
cevoir une aire égale, et maximum entre celles des 
plana qui se croiseraient avec lui au même p<nnt. 

Hais si l'on ajoutait que l'aire maximum dont il 
■'«git était le minimum des aires maxima relatives aux 
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diveirs foyers de l'espace, on retrouverait sur4^-cliainp 
laiSosition du plaii cherché, parce qu*il jouit, noii^ 
seulement d'une propriété exclusive par rapport à 
ceux qui passeraient au même foyer, mais encore d'une 
autre pr<^riété exclusive par rapport à tous ceux qui 
auraient la première commune avec lui» 

C'est donc ce nouveau plan qu'il faut choisir de pré>- 
férence à tous ceux de l'espace ; et l'on en pourra re- 
trouver la position à toutes les époques^ sans c.onnattre 
ai la grandeur de l'aire qui y est déciite ni le point 
qu'on a pris pour centre des rayons vecteurs. Mais-, 
pour. le déterminer^ il faudra toujours avoir quelque 
point fixe d'où l'on puisse partir actuellement , et con- 
naître en outr^ la grandeur et la direction de la résul- 
tante générale qui emporte le système dans l'espace. 

bans le cas des aires relatives; que taire minimum 
maximbrum est la même que Vaire maximum autour 
dtunfojer quelconque, 

■ • • » 

Lorsqu on ne connaît aucun point fixe auquel on 
puisse rapporter les rayons Vecteurs ^ et qu'on partage 
Ms mouvemens des corps eux-mêmes que' l'on consi-^- 
dère, on ne peut plus observer que des aires décrites 
autour de foyers mobiles dans la direction du mouvez 
ment général. Or , ces aires sont alors les mêmes que 
si le mouvement général était nul, ou que le centra de 
gravité du système fut en repos. 

On a pu voir, en effet, par l'équation G*=sK*-f-R»^*, 
qu'un moment maximum G, relatif à Une certaine ori- 
gine , se compose du moment minimum maximorum 
K) et du moment Yip de la résultante générale par la 
distance de l'axe central à cette origine; de même 

a4 
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Vêifçe ïïfwtimum^ pariapportà iii^fiycÉftBfr|[4MlrlBii^ 

juiltto^te rdfi| l'aire ntirmutm mdx m wk tu m et-^àmVnt 
jqm ianût dëerite par le rayon TOstearifelaiiiuuBeMii- 
^ikf^ datyttèine, coBiidtfiéa<omaaeipéiiiBV|cliufs Hoa 
^Ual» et aoiœéey toivaiit cet a»èv'.Jte>l«'irfpr>nc'tfaMi 
mime. Si doQcJe fofer que roD'Cbiiilici|^;'IMi>'liMi 
4'^^fiaédaiia(l?ei|iaoe}^ aeimautavee la ^HiiihtkliiMlii- 
amPftiparallèleiiieml àl-axe bentral, cettaiiNifde^iMi 
fûmi^iû kMt d^oriteaett ^ertu dti- naoil>riiM|BmH fgêÉÊiM 
'4Juipf>''*tt:d'eUo-tiiiême;/elile0 aivêé o ba e^ i r d ca «tciii; pÉ»» 
ia^UmeiiAles mémeacpia ii la aéf«It«nte 9ÉifétfliIi»<ÂifC 

rçppf da|A#.lfei|pace* . ... ) • . /:- '^. .; ..;-. } 
; |,;Ma^ qjBiwA la Tgitiiltente fâiémlie «dituaHejleaiàtitt 
mftxj^m^ fPl»|^glda$-pow tons les fojpnUrlAnipaite^'ét 
lears plant sont tons parallèles ; donc alors le foyer de 
l'aANiiftfniiikion maximdhtm pent 'être prît' partoiit où 
l'on Todaih. ■■■■'■■ ^ ■ ■■ -■ 

Application au sjrstème du monde. 

Ainsi, dans le système du monde, confimei çù ne i^on- 
naît ai^çun point fixe auquel on puisse rapfMVrter'lés 
différens corps célestes,. et qu'on ignore d'arlieors dans 
quel sene et avec quelle force ce système -est etnt^tttë 
dans. Tespace , on ne peut de'terminer ni- -le plan ni h 
valeur de l'aire minimu7nTnaximorttfnyet¥0ti'^\àti 
choisir simplement le plan du rtiaxirfnim'Aés'kitës, 
relativement à un point quelconque , qui'se» ndéu^ en 
ligne droite avec la vitesse commune du système. Ob 
p^Ut donc prendi^ le foyer au centre de ^a Vite , "qui 
jouit de cette propriété dans'€ont' le toûts dninbuvt^ 
ment; et c'est ce qu'a fait l'auteur de 'la 'Mé^Huqiée 


MÉMOIRE. 37t 

céleste, qui,' lerpreiuier, a C4ps48i<l4ré ce plan dans notre 
6yatèm^^planétaire^ et quVlaîra: domié le non; depla^ 
iuwanaàle, . ^ 

- Au reste y on peut encore^ pren4xe le fqyer^u cenlti^ 
4e l'ufi.quelconqiie des,corp$ considéré pomme fixcf^ 
chaque instant^ c'est-à-dire comn^e actuellement privée 
jdêsa vitesse relative : ce point, n'ayant plus alors .que 
la vitesse commune, sera daus< lelinéme-càs que le 
centre de gravité ;laiBsi le plan 4e l'aire ipaximum re-^ 
lative à 'Ce point sera parallèle aUipremiei? , et recevra 
la méddéaire. , , 

Si'done, pour 'OOnaidér^rij^alein^ut .tans r les icoi^pp 
-du syttèMie ^ otk prend sucçessi vemeK^t les .àirçs .^éUmç^ 
taires décrites autour de chaque corps pa.r tous lies 
lra.tres, en multipliant ces diveip$es .sqni|nea/par Us 
inasses respectives des:Coi|>s qui ont servi: ^uçç^sii^ef 
-mentdé/foyerd, on trouvera, en les.;ajout|mt^ t^u&jliQS 
produits des masses, prises d^iu^ 4 ,à^\ki^ , mult^plié^ 
i>ar les aires qu'elles .tracent daçs le uième ^tetyps» 
l'une autour det l'autre eonsidAr^'e cpniiiae imn^qbil^. 

Le plan dont nous avons parlé jouit donc enc^^ de 
4:eÉteiprbpriétéTemai^uahle^ ^que la somme 4e%.|iro- 
duits fMréCiédeiift y^ es( un maxifnun%y •ausàlbi^.<|ue,8tt|r 
floiis OBux q^i lui so^ parallèlesji^llfofi v^t 4{ue,cf^ 
Bpmnfte «'estautrèvchose que. l'aîreiHi^sgE^jmifinrelaJtiv^ 
au centre. de>giaVité^:ii^nUiplié.e>par>'Uj4l)asse:«fttî^ 
4tt système. C'est ainsi quejMt L^ij^içQ prési^n^ «MopiPe 
la théorie, de ce plan in(^ar/a6fe^>Qn-ramenaPfi)oprii^-^ 
cipe des aires à des relations entre les dif^noes/inu^ 
tuelles des difFérens corps du système. 

Ce plan forme en quelque sorte nhiniiiable équateur* 
du système • du 4non4e. . Quels . que spie^t» ;les- dt^u^e^ 

24-. 
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t O ém que la mte dot tièdei amèM cbIm les eorpt cé^ 
IhÉteii' il dnDeineni llit|o«r» prailèle'àitMnénic; 
•ty poiaqa'oD «n p«at rctnniTer la pontianduMloai 
lèi lenqpt^ comnie onntronre cells da ceftlve de gm- 
Vil#i «n y ir^ipcirCuit tons les corps da sy^lèwe, aft 
êiWNk fMQOiin le moyen de c o w nps r ef f d ine nssfHèfe 
fHtfdùM , Iss obiemtioiii de l'AstfoUMnie finies ans 
' é ptHf mu les plas ^Ungnées, 

~ ''WiMui'tiqpfÀilennis 'encore ce coroUttie semmrfaeUe 
lifr ts* théorie préeldente, ignoi dans vn aystèase de 
moUenles solides et fluides, animées piwi^jfemg^l 
^f$t deS'fiHCOi ^Beleoniiiies et somnîses A ienr adkm 
tlklitaÉlle> ffû anife qo^aprts nn smnd noasbte.dW 
^sillritlotisv œs.moléenl^ se fixent à on état perm^neni 
^ kofslton, antoor d^tan axe inmiéUe pessanifsr 
iMUr iééttinnn centve dp gm^ité (et ron/reoBjeetains^ 
WjfcU'ÉÉseA'd^iwsendidanoe que cW le cas des corps 
^ëéwÉlM)^ alorii leur éqnatenr , on le plan pi^pendicii- 
laire à cet axe, sera parallèle à celui qui recerait, à 
rorigiùe du temps, le maximum des aires relativement 
au centre de gravité. 

Mais nous n'étendrons pas plus loin ces dernières 
considérations , qui ont été assez approfondies par le 
géomètre que nous avons cité. Notre objet principsl 
était de fonder une nouvelle théorie des nH>men8 et 
des aires , d'étendre et de simplifier à la fois toute cette 
partie de la Mjécanique , et de faire passer ainsi. daas 
les élémens les plus beaux théorèmes qa'on y eut 
trouvés jusqu'ici. ' 

Remarque nousfelte sur les aires^ 

• ■• \ 

Nous finirojDS par observer , siir là loi des aires, que 


MÉMOIRE. djZ 

les plans ne sont pas les seules surfaces sur lesquelles 
elles se conservent sans altération pendant le nsouve- 
ment du système. La même proprie' té appartient aussi 
à toute surfiice conique circulaire dont le sommet est 
placé au foyer des raypns vecteurs ; mais il faut proje- 
ter ces rayons sur le cône par des lignes parallèles à 
son axe. 

Les aires décrites sur les surfaces de différens côneSs 
de même axe et de même sommet seront réciproque- 
ment proportionnelles, aux sinus des angles sous les- 
quels ces cônes sont décrits; d'où Ton voit que le cône 
qui recevra l'aire la plus petite sera le cône décrit sous 
l'angle droit autour de l'axe commun , c'est* à-^dire le 
plan perpendiculaire à cet axe. 

Entre tous les cônes semblables de même sommet, 
mais d'axes diffiérens , il y en aura un seul sur la sur- 
face duquel l'aire tracée par Les rayons^ vecteurs sera un 
maxiThuTit; 

Parmi tous ceux qui donneraient de même les aires 
maxima relativement aux divers foyers de l'espace , il 
y en aura un seul qui donnera le mimmuTn de ces aire^ 
maxifTuu, 

Pour les axes de ces cônes remarquables , ils ne sont 
autre cliose que les axes des momens ou des aires qui 
jouissent des propriétés anjalogues, et ils se détermine* 
ront absolument de la même manière. Enfin l'on trou- 
vera, en considérant les aires tracées sur des cônes 
quelconques semblables, tous les théorèmes que nous 
avons donnés par rapport aux aiires qui sont tr&cées sur 
de simples plans^ 


NOTE 

Sur le double rhoui^ement de la Terre et des 

corps célestes. 


Pour montrer encore, par* un nourel exemple, h 
simplicité et l'avantage de notre théorie des couples, 
je dirai' deux mots sur là manière dont on explique 
ordinairement le double mouvement de rotation et de 
translation qui anime la Terre et les autres corps ce* 
Idstesi 

Jean BemoulU est, je crois, le premier quiûte^ 
Ifidée'de cette explication; mais la voici telle qu'elle 
est présentée par M. Laplace , dans son Exposition du 
Système du Monde , liv. III , chap. v. 

« Lorsqu'un corps , dit l'auteur, reçoit une impul- 
M sion suivant une direction qui ne passe point par le 
»• centre de gravité , les diverses parties du corps ont 
» des vitesses. inégales , et de cette inégalité résulte uu 
» mouvement de rotation du corps autour de son centre 
» de gravité , en même temps que ce centre est trans- 
n porté avec la vitesse qu'il aurait prise, si la direction 
» de l'impulsion eût passé par ce point. Ce cas est celui 
V de la Terre et des planètes. Ainsi, pour expliquer le 
)» double mouvement de rotation et de translation de 
» la Terre , il suffit de supposer qu'elle a reçu primiti- 
» vement une impulsion dont la direction a passé à une 
» petite distance de son centre de gravité , dislance 
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M qui » dans lliypqtjt^èç^ de r^ïoipogénéité de cette pla* 
» nète, e$t à peu. près Ifi jceut^^oixantième partie de 
» sou rayon. 11 est infiniment peu probable que la pro- 
» jciçtion primitive des planètes, des satellites et des 
M comètes a passé exactement par leurs centres /de gra<- 
» vite j tous ces corps doivent donc tourner sur eux- 
» mêmçj^» Par une r^pn sei^l^la})le , 1q Soleil, qui 
» torn^e suf Iui7meii;ie9 d.oit avoir reçu une impulsion 
M qu| y n'ayant point passé p^ le centre de gravité,. I9 
«> XxfiSi^wxtA dans JLf espace , avec le çyst^me planétaire. 
Il à inQin^;q}ifu^e. impulsion 4aLn$..u|i £^ns «çontraM^ 
» n'aJLf afiéanti (^ n\ou]rexfi|ept, ce qui n'est pas vr^ir- 


» semmai^jief » 


Mais.j['9l>sçrve d'abord que cette hypothèse d'u^e 
impulsiop uniquç , imprimée à chaque planèt^ ,. est 
elle-]p,êmç trop particu^ièr^e , et par conséquent très 
peu vraisemblable; et, ce qu>. est plus digne de re^ 
marquey;onpeut voir qu'elle est entièrement inutUe à 
Vexplicatiofi du, phénomène naturel dont il s'agit. 

£t çn ç^t I quel qup soit le ;aombre des inapulsions^ 
^fférenUa} qu'u^ corps ail;pux^.c§iVoir ei^ tanjt dejppints, 
ft suiyapt telles ^eçt^>ns q;a'pn voudra dans l'espace, 

Pfi. a.d^i|iç(ntré que;ces.fp];ces sont toujours i^çductibles 

..... . . ^ 

i une seulç. appliquée au centre de giravité de ce corps , 
ejt qui çn transppçt^ ég^ip^t, Jputç^ les parties ftijii- 
vant des di^eçtLpns para}lèl^ , ^ à, un seul, ppuple ou 
iifomqnt q^^ii^jt tourii^f I^^.^iÇpfps f^utou|:.de ce centre 
mobilq. I^e dpHbl^s.i^puyisment q^'pn obsprye d^s la 
Hlçtre eX danSi}(çs c^Q)s célestes .^t donc un p)ie>)0« 
mè^ na]t^rel qui n'% besoii]^ d'ajocune explication , ni 
d'ajuciu^ hypothèse particulière , puisque c'^t le mpu- 
vement le plus général. de tofis les corps qui se men- 
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▼nt M rerla de forces on impaltioiii qadcoDqiics. 
Ainn toutes les pknète» doÎTent natnnUement tour- 
ner sur elles-mêmes, en même temps qi^elles sont 
emportées dans Tespeee s et, si elles Àe «onmaient 
point, ce fenût, àtt contraire, on phénomène très Sià- 
gnlier, et qm demsoideiait nne ei^icatioqL toute par- 
ticnlière; car il fiiudndt supposer, iV me toutes' Ses 
impulsions primilÎTes se sont pré ci sément fëdiâles à 
une seule force, et a*, que la direction deicrtte force 
passait p«r le centre de gravité de la planète que l'on 
conrfdère. Et de même, si -la planète ne fiûnit que 
touMier sur sou axe , sans éprourer aucun dëph^cement 
dans l'espace , il faadiait supposer que toistorles im- 
pulsons transportées au centre de ipra^ité s^ i6nt 
eiactcment fait équilibre, et que, de toutes les forces 
appliquées, il n'est ainsi résulté quHm seql coiqde ; ce 
qui présenterait un second cas particulier* torut'aiitfsi 
invraisemblable que le précédent. Hais celui de la 
nature n'a rien qui doive surprendre , puisque ce double 
mouvement des corps célestes est le résultat (réaérai 
de forces pu impulsions primitives quelconques qui 
ont pu être imprimées à ces différens corps. On peut 
même- dire que, dans un corps libre, l'observation 
d'un seul de ces deux mouvemens fournirait, au be- 
soin, une preuve naturelle de l'autre; et qu'ainsi la 
rotation connue du Soleil indique , avec une extrême 
vraisemblance, son mouvement de translation dans 
Tespace ; motiveinent insensible pour nous , mais peut- 
être très rapide , et qui ne nous échappe que par 
' réuorme distance où nous sommes des étoiles , seuls 
corps de respace auxquels nous pourrirons le rapporter 

t : I 

çQmiue à autant de points fixes. 
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Quoi qu'il en soit , et pour reTenir à nos pritM^pés-^' ' 
je remarquerai encore un autre dëCaut , dans l'expli-^ 
cation qu'on a donnée du double tndnyement* de 
Terre, par l'hypothèse d'une impulsion unique ; 
pour *la rigueur du raisonnement , il aurait faltu àjoli- 
ter encore une condition piarticùlière qu'on a dimse-r 
c'est que cette impulsion primitive aurait eu lieu pré-^ 
cisément au périhélie ou à l'^aphélie 'de cette pla^^ 
nète. Et, en e£fet, Téquateur étant le plan même 
du couple primitif imprimé à la Terre , si ce couple 
provenait, comme on le suppose , d'une seule force 
transportée parallèlement à elle-même au centre de 
gravité, il^udrait d'abord que cette force se fut 
trouvée dans le plan de l'équateur. Mais d'un autre 
côté , cette même force devait être parallèle à la tan- 
gente de l'orbite sur laquelle elle emportait la Terre : 
donc il faudrait que l'impulsion unique eût été appli* 
quée à la Terre , au moment où celle-ci se trouvait à 
l'une ou à l'autre des deux extrémités du grand axe 
de son orbite , c'est^'à-dire au périhélie ou à l'aphélie ; 
car ce n'est qu'en ces deux points qu'une ligne située 
dans l'équateur peut être en même temps parallèle à 
la tangente de l'orbite de la Terre. En tout autre lieu ^ 
cette tangente est inclinée à l'équateur, et par consé- 
quent la direction de la force est inclinée au plan du 
couple : or la force et le couple , étant inclinés l'un à 
l'autre , ne peuvent jamais se réduire à une seule force, 
et par conséquent ne peuvent être regardés comme 
provenant d'une impulsion unique. D'où l'on voit 
que , même pour l'exactitude de cette explication , 
que notre théorie des couples rend d'ailleurs inutile , 
il fallait encore supposer que la Terre a été frappée 
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^aili mi^ direction perpendiculaire à la droite qui joi- 
gmît|.à Gjettçéppque, le centre dç la Terre et celui 
dl^Spleil; et.il faudrait ajouter la même condition 
ptwr lei antres planètes , ce qui, augmenta encore, s'il 
(Bit ppsipbik I reztrème invraisemblance de rb][po^ 
tfi^4'upe imy^lsioii unique , ou , ce qui est la même 
clMMe, de. pli^ieurs impulsions dilCérentes qui eifSf^t 
^Mt^x^ctipin^t réductibles à une seuls.. 


MÉMOIRE 

SunJa théorie et la détermination deré^poLteup 

du ^sterne solaire. 


Je ne j^uis laisser réimprimer le Mémoire qui pré- 
cède, sans y ajouter les considérations nouvelles que 
j'ai présentées à l'Académie le 24 mars 18128 , et qui 
ont pour objet Uune des questions les plu3 élevées du 
système du monde. Il s'agit de la détermination exacte 
4u seul plan des aires qui soit vraiment invariable dans 
notre système planétaire , et qui en forme en quelque 
sorte Véquaieur; car le plan que M. Laplace a nommé 
fm^ariable et détem^iné comme tel dans sa Mécanique 
céleste, n'est point le véritable; et nous allons voir 
qu'à cet égard l'analyse de l'auteur avait besoin d'être 
rectifiée. Mais , auparavant , je crois devoir rappeler 
les premières idées qui ont donné naissance à la théorie 
. des aires , afin de jeter un nouveau jour sur l'origine 
et la suite naturelle de ces considérations. 

I. 

Op.i^ vil <^u&^ dians le mouvement de pluaieiM:^ ixNrps 
qui réagissent d'une nianière quelconque, les uns sur 
les autres, mais dont le système est supposé parfaîte«- 
meut UbrïQ de toute action étrangère , si Ton projette 
sur un plan les aires que^ tracent , autour d'un poii&t 
fixe avk/qjrcf'f les rayons vecteurs menés de ce foyer à 
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toutes les particules égales du systeioe, la somme de 
ces aires projetées demeure constante , c*esl-à-dire est 
toujours la même en temps égal, maigre les variations 
qtt'j^ronve chacune d^elles par l^iction réciproque des 
différens corps : et c'est dans cette propriété générale 
du mouvement des systèmes que consiste le principe 
si connu de la conservation des aires. 

IL 

Les géomètres ne se sont pas élevés tout d^un coup 
à cette loi générsde de la Dynamique. L'origine de c«s 
idées remonte à Kepler, qui le premier imagina de 
considérer l'aire du secteur que décrit le rayon vec- 
teur d'uqe planète dans son mouvement autour du 
soleil. Et si Ton cherche ce qui a pu lui donner cette 
idée , on trouvera , ce me semble , qu'il y parvint, non 
point par hasard comme on pourrait le croire d'ar 
bord , mais par une certaine marche naturelle , quQ je 
veu^ indiquer en passant , parce qu'elle se retrouve 
dans toutes nos recherches, et qu'elle résulte,. pour 
ainsi dire, de la nature même de l'esprit humain. 
, EjL en effet, nous ne connaissons en toute lumière 
qu'une seule loi : c'est celle de la constance et de l'uni- 
formité. C'est à cette idée simple que nous cherchons 
à réduire toutes les autres, et c'est uniquement dans 
cette réduction que consiste pour nous la science. 
Ainsi, quand nous étudions les choses qui cbsmgent 
pour découvrir ce qu'on appelle la loi de leurs varia- 
tions , notre unique objet est de trouver ce qu'il peut 
y avoir d'uniforme et de constant au milieu dé ces 
choses qui varient. Que si, avec le temps et par un 
nouvel examen , nous venons à reconnaître que des 
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rapports qui nous aTaîent paru constahs tofit èkx^ 
iBêrae» vanables , aiorg ce n'est pins dans ces rapports, 
niais dans <}iielqae autre formé de leur combinaison , 
4{i|e notre esprk va rechercher cette loi de constance qui 
lui avait , pour ainsi dire échappé dans ses premières 
conctusions. Tel est, ^ crois, le mouvement naturel 
de l'esprit humain, qu'on pourrait même remarquer 
dans .la Géométrie et dans l'Analyse, mais dont l'As^ 
tronoinîe nous o£fre ici l'image la plus sensible. 

Ainsi les anciens astronomes, d'après les presiières 
apparencee des mouvemens «élestes^ avaient cru nalift- 
rellement que les planètea décrivaient dans leur Gom» 
des cercles parfaits, et qu'elles' les décrivaient d'un 
mouvement uniforme •: de sorte que la ligne menée du 
•centre à la planète et sa vit^se angulaire étaient regar- 
dées commeconstantes. Malgré quelques inégalités que 
l'ol^servatîeu avait rendues sensibles, cette première loi 
du mouvement des planètes subsista très long-*tpmps^ 
parce qu'on fusait di^araitre à très peu près ces in^ja- 
litésen essayant de mieux placer le centre de ce cercle 
parfait qu'^n avait imaginé. ' Mais Kepler ayant re^ 
-connu , par la comparaison attentive de nombreuses 
•observations, que le mouvement d'une planète se £Mt| 
non -dans un cercle^ mais dans une ellipse dont le soleil 
occupie un des foyers y de sorte que le rayon vectieiur 
«t l'angle qu'il décrit étaient tous deux variables ;: «t 
ne trouvant plus ainsi , ni dans ce rayon ni daens cet 
angle , cette constance qu'on y avait d'abord supposé^, 
imagina de la retrouver dans une quantité nouvelle 
composée de ces deux- là : et considérant dans:'<ette 
vue l'aire du secteur elliptique que trace le rayon Vec- 
teur de la planète autoiur du soleil , il trouva enfin ^que 
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oeite fùre était constante , c'est-^^nliré toujoim^ la 
jnème en temptiégal, cm, en d'autres ternies enoorcii 
queFaire décriteétait proportionnelle au temps écoulé. 
I [Cette loi de Kepler^ qui n'était proi^vée que par 
^observation , l^ewtoula démontra .ensuite commeun 
ithéarème mathématique qui doit avoir làeu dans le 
iBOUviement. de tout corps attiré par une forée quel- 
-eoDÎque'i^ers un centre fixe : et réciproquement, ilfit 
voir que si cette description uniforme des àîrea est ob- 
■ sexuée . dans, le mouvement d'un corps , elle . est ^ime 
fomÊiv€ derrattraction ou de la tendance de ee corps au 
otntre des rayons vecteurs ; ce qui coiidui|t naturdkr 
mèntiau principe -de la pesanteur «ittiverseUe. 

. ■■ Snfia, vers le milieu du . siècle dèimier, .le chevar' 
lier d'iAxcy, Daniel fiemouIU ^et Euler découvrirent 
piwsque. f^ même, temps , mais sous .des- forixies dif- 
'.ftfrenlcs , ^: théorème ^plusigénéral y et qui n'est en 
qqelqUe aorte quecdui de Newton étendu à plusieurs 
-cfitifs qui seraient soumis.à'la'feîs à leurs action» réci- 
•f^i'oques , et à des forcesquelconques dirigées vers un 
méme;point fixe. Dans le mouvement du système au- 
.|iQur«dei ce point comme, foyer, Taire que décrit chs^up 
.corps>en pai^culier n'e&t>plus constante; elle varie à 
chaque instant de grandeur et de position. par l'actiop 
perturbatrice des autres eorps* Mais en projetant toutes 
■ces aires variables sur un même plan fixe',, et lesmtiU'H' 
pliant. par les masses respectives dès corps, on trouve 
que la somme de ces. projections est constante , et se 
étaserve sans altération , comme dans le cas d'un seul 
mobik^ 

. )0n .Tptt comment les géomètres qui démontrent et 
qui.généiiaiisent, ont su s'élever' rapidement au prin<^ 
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cîpe général tlë8-àirË8^dirtiflr le syilèwke da monde; Iiims 
ob^enréz en ' jfrïLsSàVkt -que ' si te - ^hicipe n'eâ t f9ip été 
ahikî déihbntiVF et détbuVert A ràVffnoéV ^ Uiw»p(('Mm\\ 
et par cétitè' hkéihé iâarcbe de l'^iprit ifiie j^ai iiidî^ 
q^ée '^lùs feautv klntàit éiMi&ft pu Bom y «imdttirbi 
Car, à la longiïé '; ' et par' été observaCionr plus ftémêm^ 
on aurait reconnu que Tair^ décrite par chaque planète 
n'est pas rigoureusement uniforme : et considérant 
àloh^léi dHTérënfé^ àirés'^bliv^ aiËt diffétéétéa Va- 
riétés', t^bùie'eii'ftihe , \6è ^ui élàit liatUIrèlf h'^ééifiMH- 
naislôn la ptà^isiVèplè,' cû^iMé tiéUe de'k WttiittÉte de 
lëwts 'j^rôjéctiifMs feu^'lm'iBiéiil'ëthAéihé plan, i6ii''ilttMdt 
i^trëavé idans rtéiisemble dé ces aires cette t<ynMàikè 
figëiii^ufééf ^qùîl tt^êtalt plW'dans chicane d'dlés. 

'■■ ' ■ ■ ' {■ • 

Quoi qu^il en soit/le principe à lieu, cômhie Oîirk 
dit, dans le mouyémént d^un systèïhe de corps' qiû 
réàifissent' d^ùne itaahière quelconque les uiis kût Xt^ 
àiitrè^ ; mais, pour la rigueur du théorème, Il ' fiitifc 
Vénoncér conbme jlEi Vat tkït'àu è^àmràéntèàieÂ^ 'c*tiiî^ 
à-dire en cônsidéi^t ,' non ^s le pirodàit 3e d^a(][ùe 
râaisise pai^ Taire 4^e dédrit'le tuyon vektedr biené au 
centre de ce corps, mais la somiifïe dés ailles déctites par 
les' rayons menés à toutes les particules ^les'dâ'sy s- 
iiènïe; ce qui donné' là vraie quantité, qui ésfrigo'Areu- 
àënléut constante daiis tout le cbiirs du mbtiVeâà'eùt. 
^ si les Cdrp^ ne ài'ùt' point aitllvrés' vers tin * )^ià( ex- 
térieur, et n'éprouvent que leur action où attràè'tioii 
mutuelle , le foyer des rayons vecteurs peut être pris 
Jpartbutdtt l'miîvcxidrBpiclaiM l'espace. Si,' èoimne'dans 
4dsy!Stè«ke.iiH)iiioiide^'<oii>£àît absCiaotion -du ii|o«tT«s 
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ment général qui emporte le système , pour ne consi- 
dilrer.que les mouvemens relatifs des corps, on doit 
placer naturellement le foyer dans leur commun centre 
de. gravite' , parce que ce point déterminé est en repos, 
et .tomme fixe, dans l'espace relatif ou s'exécutent les 
mowremens observés. des différens corps. 

IV. 

^.. ICaintenaut^ si Von considère les, divers plans de 
pirojection qu'on ' pourrait mener par le même foyer, 
e% SHr.leiquels la somme des aires projetées aurait en 
général des valeurs différentes^ il est aisé de voir que, 
paf^ ^jes plans, il y en a une infinité où cette somme 
est nulle;}, que. tous ces plans de projection nulle se 
coupent suivant une seule et même droite déterminée; 
que tous les plans possibWqui passent par cette droite 
jouissant de. la mêipe propriété, et sont les seuls qui 
•en. jouissent. Le plan perpendiculaire à cette droite 
est donc un plan distingua' de tous les pleins de l'espace 
|UU; cette propriété^, que la somme des aires se trouve 
null^ sur tous les plans qui lui sont perpendiculaires, 
.(^uiyni aux plans . qui . lui sont également inclinés , la 
SQiiirae des aires y a une même valeur, et cette valeur 
est proportionnelle au cosinus de l^'inclinaison ; d'où 
il résulte. que, sur le plan unique et distinct dont il 
s'agit, cette somme est la plus grande possible, ou 
ce. qu'on appelle. un maximum. Or c'est ce plan du 
masçimum des aires que M. Laplace a nommé te plan 
invari{û?le. 

V. 

La considération de ce plan remarquable s'était 
déjà présentée aux géomètres dans la recberche analy- 
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tique du mouvement de quelques systèmes : et elle , 
avait même été employée dans le problème de la ro- 
tation d'un corps solide qui tourne librement autour 
de son centre de gravité. En cherchant à simplifier le 
calcul ) o^ était arrivé naturellement à ce plan de pro- 
jection, comme à l'un des trois plans coordonnés 
qu'on devait choisir de préférence, afin de rendre 
nulle la somme des aires sur les deux autres , et de 
faire ainsi disparaître deux intégrales ou constantes ar- 
bitraires. Or, il faut faire ici une remarque essentielle : 
c'est que ce seul cas particulier de la détermination du 
plan invariable dans le mouvement d'un corps ou sys- 
tème solide, en contient au fond toute la théorie ; car, 
comme l'expression des aires décrites par les diiFérens 
points d'un système ne dépend ni de la liaison ni de 
l'attraction mutuelle de ces points , il est évident que 
le même calcul , ou la même transformation de coor- 
données , qui détermine ce plan dans un système de 
points invariablement liés entre eux , le donne égale- 
ment dans un système de points liés entre eux d'une 
manière quelconque. Ainsi l'on voit que la théorie du 
plan invariable se trouvait connue , parce que cette 
théorie étant indépendante de la nature du système , 
un seul exemple qu'on en donne suffît pour la démon- 
trer tout entière. Mais on doit dire que M. Laplace 
e-st le premier qui ait considéré et déterminé ce plan 
dans notre système planétaire, et qui lui ait donné 
un nom. 

VI. 

€e grand géomètre a donc cherché la position • que 
ce plan devait avoir, par rapport a l'écliptique , au 

25 
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commencement de l'année 1 750 , et même ceUe q«'îl 
aura en igSo , d'après les variations calculées qu'au- 
ront subies à cette époque les excentricités, les incli- 
naisons et les nœuds des différentes orbites des corps 
célestes. Et , par les formules qu'il a données à ce 
sujet , ou la règle qu'il énonce au chapitre II du livre IV 
de son Exposition du Sjrsthme du Monde, il a trouvé 
que l'inclinaison du plan à l'éclip tique était de 1^,7689 
au commencement de 1 760 ; et la longitude de son 
nœud ascendant, de 114^,3979 ; valeurs qu'il trouve 
devoir être à très peu près les mêmes en igSo , la lon- 
gitude du nœud ayant seule varié de 4^"* C'est ce 
qu'on peut voir dans le chapitre XYIl du livre YI de 
la Mécanique céleste. 

Mais , ayant eu l'occasion d'examiner cette analyse, 
j'ai remarqué qu'elle ne pouvait être exacte que dans 
l'hypothèse où les planètes seraient regardées comme 
autant de points massifs > dont chacun serait chargé 
de la masse entière de la planète et de ses satellites ; et 
qu'ainsi , pour déterminer le plan invariable du maxi' 
mum des aires , M. Laplace n'avait considéré que les 
aires dues aux seuls mouvemens de révolution des 
planètes autour du soleil. 

VIL 

Or , en appliquant nos principes à cette détermina- 
tion, j'ai reconnu que la position du plan invariable 
dans le système du monde ne dépendait pas seule- 
ment des aires que décrivent les planètes en vertu de 
leurs révolutions autour du soleil , mais qu'elle dépen- 
dait encore d'autres aires , auxquelles on n'avait peint 
songé, savoir, de celles qui sont dues aux révolutions 
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particulières des satellites autour de leurs planètes 
principales , et de celles qui naissent de la rotation de 
ces planètes et du soleil lui-même sur leurs propres 
axes. Il résulte en effet, de notre théorie des couples, 
que le plan dont il s'agit n'est au fond que celui de 
Taire qui proviendrait de la combinaison de toutes 
ces aires simultanées , si on les composait entre elles à 
la manière des simples forces appliquées sur un point ; 
que le plan de cette aire résultante est le seul dont on 
puisse affirmer qu'il demeure immobile dans le ciel , 
ou qu'il reste toujours parallèle à lui-même, quels 
que soient les changemens que la suite des siècles 
puisse amener dans les mouvemens , dans la figure et 
la position mutuelle des différens corps célestes. Que si 
l'on ne composait entre elles qu'une partie de ces aires 
simultanées , on ne pourrait plus dire que l'aire par- 
tielle qui en résulte est invariable de grandeur et de 
position dans l'espace : d'où il faut conclure que le 
plan invariable déterminé par M. Laplace peut chan- 
ger , et qu'ainsi il n'est pas propre à faire reconnaître , 
dans la suite des temps, les changemens réels qui peu- 
vent survenir dans la position des orbes et des équa- 
teurs planétaires. 

VIIÏ. 

Pour remplir ce grand objet , et donner aux astro- 
nomes futurs le moyen de comparer avec précision 
les observations séparées par de longs intervalles de 
temps , il faut donc recourir à ce nouveau plan que je 
propose , et qui forme en quelque sorte l'immuable 
équateur du système du monde. Voici l'expression la 
plus simple de la règle qui le détermine. 

25.. 
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G)iisidérez d'abord , poar chacun des corps célestes , 
l'aire résultante de celles que décrÎTent tontes ses par-* 
ticules autour de son propre centre de gravité, aire 
qui tombe sur le plan de l'équateur du corps , et qui 
a pour mesure le produit de son moment d'inertie par 
sa vitesse angulaire de rotation ; et regardez mainte- 
nant les centres de ces corps comme autant de points ou 
leurs masses respectives seraient concentrées : 

Considérez ensuite, pour chaque groupe formé d'une 
planète et de ses satellites , l'aire que chacun des corps 
y décrit dans son orbite autour du centre de gravité 
de ce groupe , laquelle se trouvera en multipliant la 
masse du corps par le carré du rayon vecteur et la 
vitesse angulaire de révolution ; et réduisez mainte- 
nant ce groupe à son centre de gravité comme à un 
seul point où toute la niasse serait concentrée. 

Considérez enfin les aires que les centres de ces 
groupes et ceux des corps qui n'ont point de satellites, 
décrivent dans leurs orbites autour du commun centre 
de gravité de tout le système, et dont chacune se me- 
surera de même en multipliant la masse par le carré du 
rayon vecteur et la vitesse angulaire de révolution. 

Si , par ce même centre de tout le système , vous 
menez des lignes perpendiculaires aux plans respectifs 
de toutes les aires que je viens de considérer , et pro- 
portionnelles à leurs grandeurs, et que vous composiez 
entre elles toutes ces lignes à la manière des forces, la 
ligne résultante sera perpendiculaire au plan de l'é- 
quateur cherché , et sa longueur représentera la quan- 
tité de l'aire totale qui s'y décrit. 

Sur quoi il faut observer que les lignée composantes 
dont il s'agit doivent être tirées d'un même côté de 


DU SYSTÈME SOLAIRE. 389 

rëcllptique, parce que, dans notre système, les diffé- 
rentes aires que ces lignes représentent , étant vues de 
ce même c6të, paraissent se décrire dans le même 
sens. Ainsi en supposant toutes ces lignes menées 
du côté boréal de l'écliptique, la ligne résultante 
prolongée jusqu'au ciel, ira marquer le pôle boréal 
de l'équateur du système du monde. 

Par cette règle générale (ou les formules qu'on en 
peut facilement déduire) , si l'on suppose connues les 
' masses et les momens d'inertie des corps célestes, il 
est évident' qu'à une époque quelconque , et par les 
distances et les mouvemens mêmes des corps célestes , 
observés à cette époque , on pourra déterminer la posi- 
tion de cet équateur par rapport au plan mobile de 
quelque orbite planétaire, tel, par exemple, que le plan 
de notre éclip tique. Si donc on imagine que la recher- 
che en soit faite à des époques différentes, et qu'on le 
trouve situé dans des positions différentes , comme on 
est sûr que ce plan n'aura pas changé, on conclura le 
changement réel survenu dans la position de l'éclip- 
tique et des différentes orbites qu'on y aurait rappor- 
tée». C'est ainsi que les observations des mouvemens 
célestes peuvent être ramenées à des termes fixes , et 
dégagées de l'incertitude et de l'erreur que les varia- 
tions de l'écliptique et le mouvement propre des étoiles 
auraient pu à la longue y introduire. 

IX. 

Quant à ces aires nouvelles qui doivent entrer dans 
la détermination de notre plan invariable , on pourrait 
dire que celles qui viennent des mouvemens particuliers 
dessatellîties, et même de la rotation de quelques pla" 
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ne tes, sont des quantités assez petites , et que le plan 
invariable déterminé en ne négligeant que ces petites 
quantités différerait peu du^véri table. Mais il faut re- 
marquer que l'aire due à la rotation du soleil est une 
quantité considérable , et qui ne peut être omise dans 
aucun cas ; car en supposant d'abord le soleil homogène^ 
je trouve que cette aire vaut plus de 5o fois celle que la 
terre décrit en vertu de son mouvement dans son orbite 
annuelle. SI, comme il est vraisemblable , la densité 
du soleil n'est pas uniforme^ mais qu'elle au|;mente 
de la surface au centre en raison de la profondeur, ou 
bien encore suivant cette loi de densité que M. Laplace 
emploie pour la figure de la terre , dans le tome Y de 
sa Mécanique céleste, et qui fait la densité prppor* 
tionnelle à la racine carrée de la pression , je trouve 
que l'aire décrite a encore les deux tiers de la valeur 
précédente. Et dans l'bypothèse même où la densité 
irait en croissant, depuis la surface où elle serait nulle, 
jusqu'au centre où elle deviendrait infinie, comme ferait 
rordonnée d'une hyperbole équilatère qui s'avancerait 
parallèlement à elle-même pour se confondre avec Ta- 
syniptote, je trouve que Taire dont il s'agit vaudrait 
encore la moitié de celle qui a lieu dans le cas de Tbo- 
mogénéité. De sorte que , dans cette hypothèse qui pa- 
raît extrême, le plan invariable de M. Laplace, déter- 
miné sans tenir compte de cette quantité , diffère autant 
du véritable que si Ton eût oublié dans le calcul au 
moins 25 globes tels que le nôtre , qui auraient circulé 
comme lui , à la même distance du soleil, et dans un 
plan incliné d'environ 7° au plan de notre écliptique. 
Cette omission altère donc d'une manière très sensible 
la position du plan invariable : car il est aisé de voir 
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qu'elle change de plusieurs minutes son inclinaison à 
l'e'cliptique , et de plusieurs degre's, la longitude de son 
nœud ascendant. Ainsi ' il paraît aussi nécessaire pour 
l'application que pour la théorie, d'avoir au moins 
égard , dans le système du monde , à cette partie des 
aires qui vient delà rotation connue du soleil. 

X. 

Il peut paraître surprenant que M. Laplace, qui le 
premier a eu l'idée de chercher, dans le système du 
monde, la position d'un plan invariable déterminé 
par la condition que la somme des aires projetées y 
soit un maximum, n'ait considéré dans son analyse 
que les aires décrites par les planètes en vertu de leurs 
mouvemens de révolution autour du soleil , et qu'il 
ait oublié , non-seulement les aires dues aux révolu- 
tions particulières des satellites , mais encore celles qui 
naissent de la rotation de ces planètes et du. soleil 
lui-même sur leurs propres axes. Et, si l'on est sur- 
pris que cette omission singulière ait pu avoir lieu , 
on ne l'est pas moins qu'elle ait échappé jusqu'ici à 
ceux qui ont pu étudier ce point important de la Mé- 
canique céleste. Par le peu qu'on a dit , on voit bien 
ce qui doit manquer aux formules de M. Laplace ; le 
défaut est sensible ; mais ce qu'on cherche ici est la 
cause naturelle qui y a fait tomber. 

Or, avec un peu de réflexion, il n'est pas difficile de 
remonter à la source de cette erreur , et de la trouver 
dans cette théorie même qu'on avait autrefois des aires 
ou des momens ; théorie imparfaite où l'on ne savait 
pas d'une manière précise ce que ces quantités repré- 
sentent, je ne dis pas dans le calcul, mais dans la 
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science des forces considérée en elle-même. Et en efiet, 
pour M. Laplace , comme pour les anciens auteurs, Ie$ 
momens ou les aires ne sont que de simples quantités 
numériques ou géométriques, de pures expressions 
d'analyse, qui se présentent dans les équations de 
l'équilibre ou du mouvement des systèmes, et aux^ 
quelles on aurait simplement donné un nx>m pour abré- 
ger le discours. Sous ce point de vue géométrique, le 
plan invariable que l'auteur considère n'est donc qu'un 
certain plan choisi entre les autres par la condition que 
la projection des aires y soit la plus gr^de ; ou plutôt , 
c'est l'un des trois plans coordonnés , choisi de manière 
que la projection des aires soit nulle sur les deux au- 
tres ; ce qui est une pure tvaçsformation de coor- 
données j qui parait propre à simplifier le calcul , en 
faisant disparaître, comme on l'a dit, deux constantes 
arbitraires. Or, on ne voit là que des quantités abs- 
traites, de simples formules d'analyse, sans aucune 
idée de la natui^ propre des grandeurs dont il s'agit 
dans la science de l'équilibre ou du mouvement des 
systèmes. Et, comme l'idée de considérer les aires dans 
le système du monde vient de cette fameuse loi de 
Kepler , qui n'est relative qu'aux secteurs décrits par 
les rayons vecteurs des planètes dans leur mouvement 
elliptique autour du soleil, il est assez naturel que 
M. Laplace ne songe qu'à ces mêmes aires dues aux 
révolutions des planètes, et que, dans la théorie de 
son plan invariable, il oublie toutes les autres. Tl 
semble d'ailleurs que ces autres aires , produites par 
les mouvemens particuliers des satellites , et par la ro- 
tation des planètes sur elles-mêmes, n'étant point tra^ 
cées, comme les premières , autour d'un même centre, 
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mais se décrivant à part autour de divers centres 
particuliers , elles sont en quelque sorte des aires in- 
dépendantes , et qu'elles ne doivent ^oint entrer dans 
la combinaison dont il s'agit. Ainsi , en supposant 
même que la considération de ces quantités se* fût pré- 
sentée un moment à l'esprit , on voit qu'elle aurait pu 
être aussitôt écartée comme une idée étrangère, et 
sans qu'on en fît aucune mention. C'est ce qui explique 
naturellement l'omission ou l'erreur dont je parle et 
qui a pu si facilement échapper dansl'ancienue théorie. 
Mais dans nos principes , cette omission est impossible; 
car , pour nous , les aires ne sofit ppint des surfaces 
qu'on projette sur tel ou tel plan , mais de véritables 
forces de rotation ou des couples qui s'exercent dans 
le système : et il ne s'agit pas ici de simplifier un calcul, 
ou de chercher un plan sur lequel la projection des 
aires soit un maximum , mais bien de composer entre 
eux ces couples qui agissent, et de déterminer la gran- 
deur et la position du couple unique qui en résulte j 
couple remarquable , dont on démontre que le plan et 
la grandeur se conservent les mêmes, dans tout le cours 
du mouvement, malgré les changemens qui arrivent 
aux grandeurs et aux inclinaisons mutuelles des diffé- 
rens couples qui le composent. Par cette notion dyna- 
mique des aires, il suffit donc de jeter les yeux sur le 
système du monde pour voir que l'aire maximum, ou 
pour mieux dire , que l'aire résultante, doit être com- 
ppsée, non-seulement de celles qui viennent du mou- 
vement des planètes dans leurs orbites , mais encore 
de celles qui naissent des mouvemens particuliers des 
satellites et de la rotation de tous ces coi^ps sur leurs 
propres axes : car bien que ces aires soient décrites au- 
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tour de différens centres , comme elles ne sont qu'une 
expression géométrique des couples qui les produisent, 
il est évident qu'elles doivent être toutes rapportées à 
un seul et même foy er^ et se composer ensemble comme 
si leurs plans y étaient tous transportés parallèlement 
à enx-'mêmes. 

Ainsi la composition des couples , qui a étendu et 
simplifié toute la doctrine des aires, aura encore 
iervi à nous faire découvrir une erreur qui pouvait 
rester long-temps cachée dans une application de 
la Mécanique à l'un des plus grands objets du sys- 
tème du monde. Cet exemple nous fait sentir toute 
l'importance qu'on doit attacher aux notions primi- 
tives et aux vrais principes des choses ; car le calcul 
n'est qu'un instrument , qui ne produit rien par lui- 
même y et qui ne rend eu quelque sorte que les idées 
qu'on lui confie. Si nous n'avons que des notions im- 
parfaites, ou si l'esprit ne regarde la question que 
d'un point de vue borné, ni l'analyse ni le calcul ne 
lui apporteront plus de lumière , et ne donneront à 
nos résultats plus de justesse ou plus d'éteudue : au 
contraire , on peut dire que cet art de réaliser en quel- 
que sorte par le calcul de fausses ou de vagues concep- 
tions , n'est propre qu'à rendre l'erreur plus durable 
en lui donnant, pour ainsi dire, une sorte de consis- 
tance. 

XL 

Au reste, si l'on veut voir, par le calcul même, le 
défaut des formules de M. Laplacc, il n'y a qu'à consi- 
dérer les trois équations qu'il emploie , et d'où il part, 
comme d'une expression exacte de la conservation des 
aires sur les trois plans rectangles des axes coordonnés. 
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En plaçant l'origine ou le foyer des rayons vecteurs 
au commun centre de gravité de tous les corps m ^m'y 
m" y etc. y qui composent le système propose', et nommant 
X y jr j z , les trois coordonnées du centre du corps m; 
x\y y z\ celles du centre de m' ; etc. , et employant, 
pour abréger, le signe 2 pour indiquer la somme de 
tous les termes semblables à celui qu'on écrit à la suite 
de ce signe; les trois équations dont il s'agit sont 
représentées simplement par 

(dy dx\ 

X ~ — j* -^\ rei CTn constante , 

(dx d%\ 

je->^— j:-r-) = c =r constanien - 
dt dtj ' 

(dz dr\ ^ 

y -7- — z -~- J= c = constante. 

Or , je dis que ces formules ne sont vraies qu'autant 
que les coi*ps du système y sont réellement des points 
dont les masses respectives seraient m^ni ^ 7n'\ etc. 

Que si m , par exemple, est un corps de dimension 

finie, le terme m \rx -^ — ^ "T") ' ^^ ^^ rapporte 

dans la première équation , n'exprime pas la projec-^ 
tiôn , sur le plan des xy , de l'aire décrite autour de 
l'origine pat le mouvement de ce corps m. Et en effet, 
il est évident que cette aire est la somnie de toutes 
celles qui sont dues au mouvement de toutes les parti* 
cules du même corps. Or , en nommant X et T les 
coordonnées de la particule é/m par rapport aux mêmes 
axes , il est clair que la somiùe dont il s'agit est l'inté- 
grale /(X:^ ^~J') ^^ étendue à la masse entière 

du corps m ; et l'on va voir que Cette intégrale n'est 
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pas exprimée, comme on le suppose, par le terme 
/ dr dx\ 

Soient en effet , ( et 9r les deux coordonnées de la 
.particule dm , parallèles aux x et jr^ mais rapportées 
au centre de grayité du corps m , de sorte que l'on ait 

X= X +{, Y=: J- + ^, 

dX_dx d\ ^_^.^ 
®^ dt "^ dt"^ dt' dt~ dt'*' dt' 

Si Ton substitue ces valeurs dans l'intégrale 


ffX -7 Y -7- j£?m, et si l'on observe que, l'ori- 

gine des 1^ et gr étant au centre de gravité de m, on a 

/dJi /Vît 

-£?m = o, J —dm=:o; 

on trouvera que l'intégrale / (X-3 Y -7-) dm a 

pour valeur la somme des deux termes 


m 


('f-f)+/(4'-4)-^ 


de sorte que la vraie valeur de Uairc décrite diffère pré- 
cisément de la valeur qu'on emploie , de l'intégrale 

I (i-f ^Tj ^^ > V^^ exprime l'aire due à la ro- 
tation de m sur son propre centre ; quantité qui doit 

X -j- — y — j, si la rotation 

du corps a lieu dans le même sens que son mouve- 
ment de révolution , et qui doit en être retranchée 
dans le cas contraire. 
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Les véritables équations qui expriment la conserva— 
tion des aires dans le système sont donc, en nommant Ç 
la troisième coordonnée de dm relative au centre de m^ 

D'où Ton voit que dans cette théorie des aires , ap- 
pliquée au système du monde , lorsqu'on réduisait les 
planètes et le soleil lui-même à des points massifs 
placés dans leurs centres de gravité , on supprimait 
sans s'en apercevoir toute cette partie dés aires qui 
naissent de leurs mouveméns de rotation sur eux- 
mêmes. L'erreur est toute semblable k celle qui iioùs 
ferait prei^dre, pour le moment d'in»ertie d'un corps 
relatif à un certain axe extérieur, le produit de la 
masse dé ce corps par le quarré de la distance de son 
centre de gravité à l'axe que l'on considère; tandis 
que la vraie valeur de ce moment d'inertie est égale 
au produit précédent augmenté du moment d'iiieitie 
du corps par rapport à l'axe parallèle qui passe en son 
centre de gravité. 

Mais , indépendamment de ces aires dues aux rota- 
tions du soleil et des planètes , on avait encore oublié 
celles qui naissent des mouveméns particuliers des 
satellites : car, pour en tenir compte , il ne suffit pas, 
comme on peut le croire , de prendre pour la valeur 
de m là masse dé la planète réunie à celle de ses satel- 
lites ; il faut encore ajouter les termes qui expriment 
les aires dues aux révolutions particulières de cette 
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Les formules employées par M. Laplace ne peuvent 
donc (même eu faisant abstraction des satellites) ex- ■ 
piinier esactcmcDt ks aires décrites que dans le cas où 
les corps m, m', m", etc. , seraient dépourvus de toute 
rotation sur eux-mêmes, ou bien encore seraient des 
points massifs (et dont il faudrait même supposer que 
la rotation n'est pas infinie) j car il n'y a que l'une ou 
l'autre de ces hypothèses qui puisse faire disparaître 
les termes qu'il a oublies dans son analyse. Ces for- 
mules ne donnent donc point , et ne donneront jamais 
- les valeurs des aires décrites dans le système des corps 
célestes; car tous ces corps sont de dimension finie, 
et ils tournent actuellement sur leurs axes : et qufuid 
bien même il arriverait, par quelque cause qtfe ce 
fût, que chacun d'eux se condensât, et se réduisit en 
quelque sorte à son centre de gravité, les aîrea ac- 
tuelles dues i leurs mouvemens de rotatiqo ijtç s'^va-i 
' nouîraient point. Par le principe même dçg aire*, â 
mesure que chaque corps se condenserait, il ferait» 
pour ainsi dire, forcé de tourner plus vite, et de ma- 
nière que l'aire due à sa rotation fût toujours con- 
servée : d'où l'on voit que les expression^ qui icirmeat 
les premiers membres des équations de M. I^place 
n'en seraient pas n^oins incomplètes qu'auparavant, st 
^n'ainû ces équations ne peuvent jamais donner le 
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plan da maximum des aires, le seul qui soit rigou* 
reusement invariable. 

xm. 

A la ve'rité, si chaque corps était infiaiment petit, 
et que par conse'quent les distances de ses différentes 
mole'cules à un centre exte'rieur d'attraction pussent 
être regardées comme égales entre elles , on pourrait 
dire que la rotation de ce corps sur lui-même ne serait 
point altérée par l'attraction des autres. £t il en serait 
de même , si chaque corps , au lieu d'être un point 
massif, était un globe parfait de dimension finie, 
formé de couches concentriques dont chacune serait 
d'une densité uniforme dans toute son étendue ; car, 
pour chacun de ces globes, les attractions des autres se 
réduisant toujours à une force simple qui passerait par 
le centre de ce globe , il est évident que son inonve- . 
ment de rotation n'en serait pas plus troublé que dans 
le cas précédent. Dans l'une ou l'autre de ces deux 
suppositions , on pourrait donc dire que la projection 
des aires dues aux rotations des corps serait à parl^ une 
quantité constante sur chacun des plans coordonnés | 
que par conséquent les projections des aires dues aux 
seuls mouvemens de révolution seraient aussi h part 
des quantités constantes sur les mêmes plans, et 
qu'ainsi le plan déterminé par les équations de M. lia- 
place, s'il n'est plus, comme je l'ai fait voir, le plan 
du maximum des aires, est du moins un certain 
plan qui demeure invariable de position , malgré l'ac- 
tion mutuelle des différens corps du système. 

XIV. 

Quoique les deux hypothèses précédentes n'aient 
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point lieu dans la nature, et qu'on puisse se dispenser 
de les examiner, il n'est peut-être pas inutile de mon-* 
trer ici tout ce qu'elles ont de faux en elles-mêines et 
de contraire à la question de philosophie naturelle 
dont il s'agit. 

Et d'abord on pourrait remarquer que si chacun des 
corps célestes était un globe parfait, tel que je viens 
de le dire , il serait fort inutile de faire un long calcul 
(et dépendant même de données assez mal connues) , 
pour trouver un plan qui fût invariable dans le système 
du monde : car il suffirait de prendre comme tel le 
plan de l'équateur de l'un de ces globes, et , par exem- 
ple , celui du soleil , ou , ce qui serait encore plus 
simple et plus facile, celui de la terre que nous habi- 
tons. Il est clair que cet équateur resterait toujoni:^ 
parallèle à lui-même dans l'espace , et qu'on y pour- 
rait rapporter avec précision les plans des diflPérentes 
orbites des corps célestes. Cette supposition , comme 
on voit, ne convient guère à notre système, puisque 
le seul aplatissement très petit de notre globe vers 
ses deux pAles suffit déjà pour déranger à chaque ins^ 
tant notre équateur, comme on le reconnaît dans le 
ciel par le phénomène sensible de la précession des 
équinoxes. 

Mais} pour en venir à cette hypothèse imagi^ 
naire où les planètes seraient des globes parfaits , je 
dis que , même dans ce cas , il ne serait pas permis de 
proposer, comme un plan qui doit rester invariable 
dans toute la suite des siècles, ni l'un des équateur« 
de ces globes , ni le plan déterminé par les formules de 
M. Laplace , où Ton ne tient pas compte des aires dues 
aux rotations des corps du système. Et en effet, pour 
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iiffinuer qu'an tel plan demeurera invariable , il fau- 
drait être assuré que la figure des coi*ps ne sera point 
changée, soit par quelque rencontre ou choc mutuel 
qui pourrait survenir entre eux, soit par quelque force 
intérieure qui viendrait à s'y développer^ ou même 
par quelque explosion subite qui ferait éclater le corps 
en plusieurs fragmens , comme M. Oibers , et après lui 
quelques géomètres , conjecturent que cela est déjà ar- 
rivé à l'une des anciennes planètes de notre système, 
laquelle, en se brisant, aurait produit les quatre pla* 
nètes nouvelles qu'on a nommées Pallasy Cérhs, Ju^ 
non et Vesia. Or la figure du corps étant ainsi changée, 
soit par une- de ces causes, soit par toute autre qui 
nous est inconnue , l'aire due à la rotation de -ce corps 
sur lui-même commencerait d'être altérée par l'action 
des autres, et cesserait d'être à part une quantité colle- 
tante. Les aires dues auit mouvenorenS; de i^plutîon 
cesseraient donc aussi d'être constantes,. et:m l'équa- 
teur du corps ni le plan dont j'ai parlé ne seraient plus 
invariables de position dans l'espace. Ainsi l'on voit 
que tous ces plans viendraient à changer, tandis que 
le nôtre resterait le même, et que la grandeur de 
l'aire qui y tombe n'aurait pu éprouver la moindre 
altération, par aucune de ces causes qui auraient trou- 
blé toutes les aii^s individuelles iqui la composent. 

* - ' ' ' 

■ XV. '• 

Tel est donc, pour un système libre de toute AcAion 
étrangère, le plan unique çloht l'invariabilité puisse 
être assurée dans toute la wite des siècles. Ce grand 
équateur seul, et l'aire quis'y projette,. ne dépendent 
ni de la liaison mutuelle des' corps ni de la loi de leur 
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aitraciiotty qui pourraient même changer arbiUmifc- 
ment, soit par degrés insensibles , soit d'une manière 
brusque, comme on voudra le supposer. Ainsi, dans 
notre système planétaire, on pourrait imaginer que la 
loi d'attraction devint tout autre , ou que la gravité 
même vint à cesser ; ou que la figure des corps fût al- 
térée par des forces quelconques, ou même par les 
mouvemens volontaires des êtres animés qui les habi^ 
tent; on pourrait supposer que les planètes, qui au- 
jourd'hui nagent librement dans l'espace, vinssent 
tout à coup à se lier ensemble d'une manière quel- 
conque, et, par exemple, de manière à former un 
système entièrement solide , etc. ; et malgré tous ces 
dhangemens, le plan invariable des aires se retrouve- 
rait e^ctement dans la myème position qu'il occupe 
aujourd'hui, et qu'il a tou|Our8 occupée. Propriété 
remarquable qui caractérise ce jdan, et qui n'appar- 
tient à nul autre déterminé sans tenir compte de toutes 
les aires actuellement décriteà dans le système. 

XVI. 

On trouvera peut«être que j'insiste sur des vérités 
claires ; mais la question mérite d'être développée , et 
d'ailleurs 9 par quelques difficultés qui ont été faites 
à ce sujet , j'ai pu croire que notre théorie n'avait pas 
été bien comprise. J'ai donc voulu montrer avec évi- 
dence que , dans notre système , il n'y a qu'un seul 
plan invariable, comme il n'y a qu'un seul point qui 
soit le centre de gravité , et une seule droite qui en 
marque la route dans l'espace; que la forme des 
mobiles, la loi particulière de l'attraction réciproque 
au carré des distances, n'entrent pour rien dans cette 
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th^rie , et que par conséquent , elle nô peut être mo- 
difiée par aucune raison qu'on youdrait tirer de ce» 
circonstances étrangères ; qiïe d'ftilleur$ ce plan invar- 
riahle ne aurait être déterminé avec trop de précision, 
et qu'il devrait Têtre , amant que possible , indépen- 
damment de toute autre théorie, puisque, parThy- 
pothèsemême, il est destiné à faire reconnaître les 
plqs petits cbangemenf qui peuvent survenir dans le 
système , et à rectifier ou confirmer nos autres calculs 
sur les variations des mouvemens célestes. 

XVII. 

Quant à la détenmnation effective de ce plan , elle 
suppose à la vérité que l'on connaisse , outre la pro* 
portion des masses des différens corps célçstes, Ifis va« 
leurs de leurs momecis d'inertie par rapport à leurs 
axes de rotation. Les masses nous sont déjà h p^u près 
connues ; mais les nM^nens d^inertiie ne le $Qîk\> point t 
parce qu'ils dépendent de la loi de densité de ^S iQorps, 
c'est-à-dire de la loi suivant laquelle la matière, de 
la surface au centre, est répandue dans chacun d'eu;x. 
Or, c'est ce que nous ignorons entièrement , et c'est ce 
que le temps seul peut nous apprendre , comme je le 
montrerai tout è l'heure , p^r 1^ cpmparjBdspn mêoie 
que l'on pourra fairç de U tbéorieavec les pbserv^tipps. 
Mais quand bien même on n'aurait pu s'élever jamais 
à la connaissance précise de ces élémie^^ uecess^ir^s d^ 
calcul, j'observe qu'il ,^'en içpuvenait p93 mçii^s aujK 
géomètres 4e prés^ter d'^bpi^ une tMorie ^xstct^, 
et de lui donnejc toute eette rigueujr q,ui lajit le 
caractère propre des vérités m^Lthén^tiques,. C'était 
un premier ol^et qu'il fallait remplir pour l'e^^c.ti* 
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(ude et la perfection de fa science. Mais je dîa plus: 

c'est qu'il convient aussi aux astronomes d'ea com- 

' inencer dès aujourd'hui l'application au système du 
inonde , en employant les meilleures données que nous 

' ayons sur les masses des corps célestes , et les valeurs 
les plus vraisemblables que nous puissions attribuer 
aux aires qui naissent de leur rotation sur eux-mêmes. 
Et en effet, ce premier résultat du calcul et ceux que 
les astronomes à venir trouveront dans leur temps par 
des calculs semblables étant comparés les uns aux 
autres, pourront servir à corriger de siècle en siècle 
les valeurs approchées de ces élémens, qu'un n'avait pu 
d'abord mesurer avec précision. En observant la po- 
sition du plan invariable par rapport aux éloihjs, ou 
cherchera si, parmi les changeuiens survenus , les uns 
pouvant Être attnbués aux mouvemens propres de 

- quelques étoileSjlesautresnepourraicntpass'cxpliquei- 
par le seul déplacement du plan que l'on considère ) et 
alors on egsaiera de rectifier de la manière la plus pro- 
bable les valeurs employées dans la première déte^ 
mination. . 

xvni. 

Qaoiqne c£tte méthode soit conforme à celle des 
astronomes, et paraisse ici la seule qui puisse nous 
conduire, il faut avouer pourtant que, dans cette ap- 
plication de la théorie , l'esprit ne se trouve pas com- 
plètement salislait. On voudrait, s'a est possible, une 
^iproximation directe etsdre, qui Mt exempte d'iocer-, 
titnde et de tâtonnement. La difficulté paraît grande : 
car, ne connaissant autour de nous rien de fixe dans 
l'espace, et ne pouvant ainsi nous assUrerdes n 
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mens réels des corps ^ il ne nous reste qu'à essayer de 
les démêler dans les apparences , afin de rectifier suc- 
cessivement nos premières suppositions. 

Mais, en y réfléchissant davantage, j'ai trouvé que 
la théorie même nous offrait une voie directe pour 
aller au but; et voici une conséquence nouvelle qlii 
prouve qu'avec des observations très précises:, on peut 
parvenir un jour à la connaissance des masses et des 
momens d'inertie des corps célestes , et par conséquent 
à la détermination du plan invariable, sans rien em- 
prunter d'ailleurs , je veux dire , sans supposer aucune 
autre théorie ni aucune notion préalable des valeurs 
approchées de ces élémens qui nous sont inconnus. 

Imaginez , en e£fet , que l'on forme , à une époque 
quelconque, l'expression analytique de la grandeur 
de l'aire résultante, en y mettant les valeurs des 
lignes, des angles et des vitesses que peut donner I'oIh 
servation à cette époque , et en y laissant, cj^mme au- 
tant d'indéterminées ou d'inconnues , les masses et les 
momens d'inertie des difliérens corps du système. Si 
vous supposez qu'on répète cette opération à autant 
d'époques difiPérentes qu'il y a d'inconnues à décou*- 
vrir, vous aurez autant d'expressions différentes de 
cette aire , qui se compose de toutes les aires décrites 
dans le système ; et comme cette résultante est tou- 
jours la même , vous pourrez égaler vos expressions 
deux à deux , et former ainsi autant d'équations qu'il 
y a d'inconnues dans la question que l'on considère. 
Vous pourrez donc alors déterminer ces inconnues ^^ 
et de là conclure la position du pian invariable , non- 
seulement à cette époque, mais encore à toutes le^ 
époques antérieures où les observations auront été 


fùtea. Ainsi la théorie se suffit , pour ainsi dire , à eUi- 
inéme, et elle n'a besoin, pour être appliquée, que det 
données immédiates de l'observation. On peut doue, 
par les seuls raouTemens des corps célestes , observés 
à différentes époques éloignées, s'élever à la connais- 
sance de leurs masses et de leurs inomena d'inertie , el 
cela indépendamment de toute nolionsur ces valeurs 
approche'es , sur la nature des orbites que les corps 
décrivent, et même sur la loi d'attraction qui existe 
entre eux. 

Voilà sans doute on des résultats les plus reniar- 
quables des principes généraux de la Mécanique. De 
ce lieu de l'espace où nous sommes placés , nous ne 
pouvons mesurer que des lignes et des angles, et 
compter le temps qui s'écoule ; mais il paraît comme . 
impossible de mesurer les masses et les momens d'i- 
nertie de différens corps dont nous ne pouvons appro- 
cher, parce que ces quanUtés ne dépendent pas des 
seules dimensions visibles de la figure , msia de la ma- 
dère dont les corps sont formés , ou de la loi de leur 
dicnùté , qui nous est entièrement inconnue. Cepeor- 
dant s'il arrive que ces corps s'attirent aulvant une loi 
quelconque, connue ou inconDue, qui soit constante 
ou même variable avec le temps , nous voyons ici qu'il 
siiffira d'observer les distances et les mouvem^ns de 
ces corps pour découvrir la proportion qui règne entre 
leurs masses , et raéme entre leurs momens d'iaertie; 
car les observations étant faites à autant il'époques 
différentes qull y a d'inconnues , fourniront toutes les 
équations nécessaires pour les déterminer- 
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XX. 

Dans le système du monde, en regardant une pla- 
nète comme très petite par rapport au soleil , et un sa- 
tellite comme très petit par rapport à sa planète , et 
supposant d'ailleurs que chaque corps n'obe'isse qu'à 
la force principale qui l'attire, on a reconnu de bonne 
heure, par les vitesses des corps comparées à leurs dis- 
tances au centre de leurs révolutions , que l'attraction 
est en raison inverse du carre de la distance ; et de là on 
a tiré la proportion des masses du soleil et des planètes 
principales qui ont des satellites. Mais cette détermi- 
nation, quelque ingénieuse et admirable qu'elle nous 
paraisse , et qu'elle le soit en effet , ne me semble pas 
tirée des vrais principes de la science , je veux dire ici , 
des seuls principes généraux qui powTaient également 
la donner dans toute autre loi d'attraction. Elle est 
fondée sur la supposition que la masse de chaque 
corps peut être négligée par rapport à celle du corps 
principal qui l'attire , ^et^ sur la connaissance d'une loi 
suivant laquelle l'attraction de ce corps s'exerce à dif- 
férentes distances. Or, je trouve ici que la proportion 
des masses peut se déterminer par la seule observation 
des distances et des vitesses des corps, sans aucune 
idée de leurs grandeurs approchées, ni de la loi sui- 
vant laquelle ils s'atttrent. Il suffit qu'ils s'attirent , et 
que , par cette action égale et contraire , ils troublent 
mutuellement les aires qu'ils décrivent autour de leur 
commun centre de gravité. Par cette perturbation 
même, les aires individuelles et les plans de ces aires 
sont changés avec le temps; et comme il y a une quan- 
tité qui ne change point, quand bien même la liaison 
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et rattractioii des corps varieraient d'une manière 
quelconque, il s'ensuit qu'on peut former avec le 
temps assez d'équations pour déterminer les masses 
respectives de tous ces corps , sans rien emprunter à la 
théorie de la gravitation universelle. 

Ce n'est pas qu'on ne doive à Kepler et Newton la 
même admiration et la même reconnaissance pour la 
découverte d'un rapport ou d'une loi qui nous apprend 
dès aujourd'hui la proportion de certaines quantités 
que le seul principe général des aires n'aurait pu nous 
donner que dans un avenir très éloigné. Mais je ne 
m'occupe ici que delà science considérée en elle-même, 
dans ce qu'elle a de plus général et de plus parfait. Et 
d'ailleurs, ces principes généraux nous seraient toujours 
nécessaires : car, pour les valeurs des momens d'inertie 
de3 corps célestes , il me semble que la loi connue de 
l'attraction ne peut rien nous apprendre , et je ne vois 
pas qu'on les puisse découvrir autrement que par ces 
principes et des observations très exactes faites à de très 
longs intervalles. Ces quantités, et la position précise 
de Téquateur de notre système ne peuvent donc être 
déterminées de bien long-temps. Que si pourtant on 
voulait se borner à la considération du soleil, dont la 
rotation influe beaucoup plus que celle des autres pla- 
nètes sur la grandeur de l'aire résultante , il faudrait 
un temps moins considérable : car il suffirait de former 
les expressions de cette aire à deux époques diffé- 
rentes , et de les égaler , ce qui pourrait donner le 
moment d'inertie de ce grand corps par rapport à son 
axe de rotation, en supposant toutefois des observa- 
tions aussi précises et aussi répétées 'que l'exige une 
recherche aussi délicate. 
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XXI. 

Mais pour achever le développement de cette grande 
théorie, imaginons qu'avec le temps, la grandeur et 
le plan de l'aire résultante aient e'té déterminés dans 
notre système planétaire, et voyons ce qu'au-delà de cet 
avenir les observations et le calcul pourraient encore 
nous apprendre. Il est évident que si l'on continuait 
de former des équations semblables aux précédentes, 
pour de nouvelles époques ultérieures, ces équations 
devraient s'accorder à donner la même valeur pour la 
grandeur de l'aire résultante. Si cet accord a lieu, on 
conclura qu'on a le véritable équateur du système so- 
laire, au moyen duquel on reconnaîtra les chângemens 
réek survenus dans la position mutuelle des orbites 
des corps célestes. Mais si les équations viennent à pré- 
senter des valeurs différentes, il faudra conclure qu'il 
y a dans le système quelque action étrangère qui vient, 
ou des comètes, ou des étoiles, ou de quelque corps 
invisible et ignoré dont on n'a pas tenu compte, et 
qu'ainsi le couple qu'on a calculé n'est pas le couple 
résultant de tous ceux qui animent l'ensemble des 
corps que l'on considère. 

Jdnsi la théorie et l'observation continueront d'a- 
jouter à nos connaissances. On verra si cette action des 
corps étrangers , sur le système des planètes et du 
soleil , peut être ou non regardée comme insensible ; 
si le grand équateur de ce système demeure toujours 
parallèle à lui-même dans l'espace» ou bien si cet 
équateur change ausû à la longue , comme celui de 
de notre globe; et si ses nœuds, pat un mouvement 
bien plus insensible encore, rétrogradent de même sur 
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le «rand orbe que le soleil peut de'crire autour de 
quelque centre éloigne. C'est probablement ce qui ar- 
rive i car il gérait hors de toute vraisemblance que les 
étoiles n'eussent aucune actiou sur le soleil et les pla- 
nètes qui l'accompagnent; et de cette action inégale 
sur les différens pointe du systèmei doit résulter un 
couple iufinimsut petit qui altère inseuiiblemept 
position du couple actuel qui anime ce système. 


XXII. 


'^ 


Ainsi uotre plan invariable lui-même avec le temps 
pourra cliauger. Dana nos théorèmes mathématiques, 
tout est rigoureux. La conservation du mouvement 
du centre de gravité, et celle des aires , ont lieu sans 
la moindre all^Sration , parce qu'on y suppose un sys- 
tème parfaitement libre, c'est-à-dire tel qu'il serait 
s'il existait seul dans l'espace. Mais dans la nature, on 
ne peut plut faire cette suppositioD , puisque au-deU 
de notre système solaire , nous découvrons tant d'sn- 
tres corps qui peuvent a^r sur lui. Ne perdons jomau 
de vue que ces idéea de constance et d'tuiiformiU, 
qui plaisent tant à l'esprit dons VéVaàe de la nature, 
n'ont an fond rien «l'absolu : ellei ne flonviennieDt 
qt^à ce peu d'étendue et de durée qui nous est accordé 
dans le temps et dons l'espace. Il en est da d^relo^e- 
ment de ces grwids phénomènes comme d'une cottrf>e 
immense, dOM Botis ae verrions qu'un arc d'une petite 
étendue , et qtie mous prendrions pour une ligne droite 
dans tout le reste de son cours. Pour arriver à la cons- 
tance absolue , il fiudrait remonter & tout l'eascmUe 
des corps de oet «nivers , de maniiire qu'il ae resUt 
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plus rien d'extérieur à considérer. C'est ' alors qu'on 
pourrait dire de cet ensemble , que le mouvement du 
centre de grarité est rigoureusement uniforme et rec- 
tiligne , et que la résultante générale de toutes les aires 
décrites est inaltérable de grandeur et de position dans 
l'espace absolu. Mais alors, comme on ne verrait plus 
aucune ra^on pour que ce centre fût porté d'un côté 
plutôt que de tout autre, ni que l'ensemble des èorps 
tournât dans un certain sens plutôt que dans le sens 
contraire, il faudrait conclure que le commun centre 
de gravité est parfaitement en repos , et que la résul- 
tante générale des aires est entièrement nulle. Ainsi, 
l'on trouverait que toutes les forces et tous les mo- 
mens de l'univers se balancent : je veux dire, que si 
tous les corps qui existent venaient à se* lier entre 
eux de manière à former un système invariable de 
figure , ce système général deviendrait parfaitement 
immobile dans l'espace absolu. 

XXIII. 

Mais ces dernières considérations, qui sont si loin de 
notre portée , ne pourraient même, comme on le voit, 
nous conduire à rien qui fut à notre usage. Car, de ce 
dernier centre > où l'on se placerait un moment par la 
pensée, on ne verrait plus d'aires décrites dans un 
sens, qui ne fussent détruites et, pour ainsi dire, 
effacées par d'autres aires égales et de sens contraires : 
de sorte que la considération de toutes les aires du 
système ne pourrait plus donner lieu à la détermina- 
tion d'aucun plan. Ainsi les vérités qu'on veut rendre 
absolues , à force de les généraliser , s'évanouissent en 
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qpdqne lortçy oa âûnmùmt comme des ■yiomfi ^ 
B'agpmneDt plut rien. Dus tootM. nos lob las jfbm 
f^EiÂmles, U n^ a que celles q/d conserf^t.msoni 
qoelque chose de rdstif qui pupse&t .«oas inUfnjsss^: 
Fonr nons, rsUmctioa des ftoUes, mènie les pbs 
ToUnes, jusque psntt insensible, et lUtémtiM 
qa'dle ponmut censer dans la positbn de réqnatenr 
^e^tre système ne serai je ckms, de .loi)|^temfs. 
eUefçoe. U £iat donc nons en tenir à la eonsidéntido 
de^plan inTanable, essayer de le détenniiiery leeon- 
oeftre, sll estppssiUe , ses variations^^ afin d'acqnérir 
qiQjelqae idée nonvellê sor la oonstijtalkni de notre sys- 
tème» et .sur les chaagemens qa'il peat «^ironver psr 
VlMjkÎQii.des comètes et des étoiles, oa d'aaties coips 
î^poivras de.oetoniyers. . 
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